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Exercice 1

1. (a) ap = p(Ap) =1, by = sp = 0. On introduit le systéme complet d’événe-
ments (A, Bo, So) ce qui nous donne

a1 P(Al):P(AoﬂAl)'i‘P(BoﬁAl)+P(SoﬂA1)
= P(Ao)Pa, (A1) + P(Bo)Pp,(A1) + P(S0)Ps, (A1)
1 1
= ]_ — = —,
X 3 +04+0 3
2 2 5.
Par la méme méthode, on obtient by = 1 x 3 +040 = 3 et s1 =
1x04+0+0=0. 6
1 2
2. Py, (By) = P, (4;) P(B ) _4°3 On introduit le systéme complet d’éve-
P(A) P(As)

nements (Aj, B1,S1) ce qui nous donne

P(Ay) = P(A1NAy)+P(BiNAy)+ P(S1NAy)
= P(A1)Pa,(A2) + P(B1)Pp, (A2) + P(51)Ps, (A2)
_l1.2 1 5
373 374 18
1 2
Ainsi, on a Py, (B1) = 4 5 3 _ o
18
3. On introduit le systéme complet d’événements (A,,, By, Sy,) ce qui nous donne 1
an+1 = p(An+1) = P(An M A7,+1) + P(Bn n An—i—l) + P(Sn M An+1)
1
= P(A,)Pa,(Ans1) + P(Bn)Pg, (Ant1) + P(Sn)Ps, (Apt1) = 30n + an.
. 2 1
A T’aide du méme systéme complet, on a b, 11 = §a" + §b"
4. Les suites a et b sont géométriques car 9
1 1 1 1,2 1 1 1 1
Ap+2 = ganJrl + an+1 San+1 + 4(3 7b ) - ganJrl + Ean + gbn
1 1 1 4 )
= 30nt1 + e + 8(4an+1 3@ an) = g ont1

12
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doncVn > 1, an+1 = ay, et

2 1 2.1 1 1 2.3 3 1 1
bn+2 = 3an+1 + bn+1 3(§an + an) + ibn-&-l = 9(2bn+1 4bn) + 61)71 + ibn-&-l

5

= b,

g+l

donc Vn > 1, byy1 = b,. On en déduit que
5 1.5 2.5 5 2.5 4.5
21 n = “yn—1 _ —(“\yn—-1 _ tbn—b -1 _ Z2/“\n—1 _ Z(%\n
sl an=a(3) = G = S et by = () = 20" = 2(2)
lirf an = hrf b, = 0 donc la guépe ne se trouve ni dans la piece A, ni

dans la piéce B, i.e. la guépe sort.

. On considére le systéme complet d’événements (A4,,_1, Bn—1,S,-1) et on ap-

plique la formule des probabilités totales a I’événement S,, ce qui nous donne
v ) 1 145, 1,5
n > (2

=156 =5

Sp =

Exercice 2

— On pose Dy, : "obtenir k£ boules noires ".
C 1 ClxCi 6 C’2 3
P(D 2:—PD =273 — — ot P(D =3 2
— On pose Ej, : "obtenir k boules noires ".
ClxC} 4 C? 6
P(B))= 2% = "¢t P(Ey) = —5 = —.
(Br) = C2 10 © P(Fo) = CZ 10
. Ay signifie que I'on a pioché aucune boule noire dans 'urne Uy donc P(A4;) =
P(Do) = —
B signifie que 1'on a pioché une boule noire dans 'urne Uy donc P(B;) =
6
P(Dy) = —
(D) = 15

C signifie que l'on a pioché deux boules noires dans 1'urne Uy donc P(Cy) =

P(D2) = .

. On consideére le systéme complet d’événements (A;, By, Cy). La formule des

probabilités totales nous donne

P(AQ) P(A1 ﬂAg)-i-P(Bl ﬂAz)—f—P(Cl ﬂAQ)
= P(A1)Pa, (A2) + P(B1)Pp, (A2) + P(C1)Po, (A2)
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— P4, (As2) est la probabilité d’avoir aucune boule noire dans I'urne U; si il
1’y a aucune boule noire dans 'urne Uy donc Py, (Ag) = 1.

— Pp,(As) est la probabilité d’avoir aucune boule noire dans I'urne Us si il
y a une boule noire dans 'urne U;. L’urne U; contient donc 5 boules dont
4 blanches et 1 noire (on a ajouté les deux boules piochées précédemment

6
dans Up) donc Pg, (A2) = P(Ep) = o

— Pr, (A3) est la probabilité d’avoir aucune boule noire dans I'urne Us si il y
a deux boules noires dans 'urne U;. L’urne U; contient donc 5 boules dont

3
3 blanches et 2 noires donc Pg, (A2) = P(Dy) = 10

3 6 6 1 3 69
OnendéduitqueP(Ag):Ex1—|—1—0><E+E><170:m,

P(BQ) = P(A1 ﬂBg)—l-P(BlﬂBg)—f—P(ClﬁBg)
= P(A1)Pa,(Bz) + P(B1)Pg, (B2) + P(C1) P, (Ba)

— P4, (B2) est la probabilité d’avoir une boule noire dans 'urne Us si il n'y a
aucune boule noire dans 'urne Uy donc Py, (B2) = 0.

— Pp,(By) est la probabilité d’avoir une boule noire dans 'urne Us si il y a
une boule noire dans 'urne U;. L’urne U; contient donc 5 boules dont 4
blanches et 1 noire (on a ajouté les deux boules piochées précédemment

4
dans Uy) donc Pg,(Bs2) = P(F) = o

— P, (Bz) est la probabilité d’obtenir une boule noire dans I'urne Us si il y
a deux boules noires dans 'urne U;. L’urne U; contient donc 5 boules dont

3 blanches et 2 noires donc Pg, (Bz) = P(Dq) = %

. 3 6 4 1 6 30 3
OnendédultqueP(Bg):1—O><()+E><TOJFEXTO:m:E

P(C2) = P(A1002)+P(B1002)+P(01 ﬂCQ)
= P(A1)Pa,(C2) + P(B1)Pp,(C2) + P(C1)Pc, (C2)

— P4, (C3) est la probabilité d’avoir deux boules noires dans 'urne Us si il
n’y a aucune boule noire dans I'urne Uy donc Py, (C3) = 0.

— Pp,(C3) est la probabilité d’avoir deux boules noires dans I'urne Us si il y
a une boule noire dans 'urne Uy donc Pp, (C2) = 0.

— P¢, (C3) est la probabilité d’obtenir deux boules noires dans 'urne U, si
il y a deux boules noires dans 'urne U;. L’urne U; contient donc 5 boules

1
dont 3 blanches et 2 noires donc Pg, (C) = P(D3) = 10
3 6 1 1 1
déduit P = — — TN =
On en déduit que P(Cy) 10><0—|—10><0—|—10><10 100

2P

3. (Cy) signifie que I'on a pioché deux boules noires a chaque pioche ce qui nous

donne C, =C1NCyN...NCk.

P(Cy) = P(CiNCeN..NCy)
= P(Cl)P01 (CQ)Pc'lﬂcz (03)“'Pclﬁ~-~ﬁck—1(ck>
1 1 1 1
= X —=X..X-—==—
10 10 10 10k
On peut également écrire, a Paide du systéme complet (Ag, By, Ck), que
P(Cr1) = P(Ap)Pa, (Crs1) + P(Bi)Pp, (Crt1) + P(Ck) Poy (Crt1)
1
= —P(C
10 - (Cr)
1
donc la suite (P(Ck))k>1 est géométrique donc P(Cy) = (To)k_lP(Cl) =
L
10%°
. Encore et toujours le systéme complet d’événements (A, By, Ck)
P(Bry1) = P(Ax)Pa,(Bit1) + P(Bi)Pp, (Bit1) + P(Cr) Po, (Be+1)
6 4
= TOP(Ck) + TOP(Bk)
4 2
. Récurrons donc. On pose (Hy,) : P(By) =2 x (1—0)” ~ 1om
6 4 2
Initialisation : P(B;) = 0 © 2 X (E)l ~ 1ot = g4donc (7—(21) est vraie.
Héreédité : suposons (H,,) vraie i.e. P(B,) = 2 X (1—0)" ~ Ton La formule
de la question précédente montre que
6 4 6 1 4 4 2
(Bu+1) o)+ 1P B0 = 1595 T 1> (p)" ~ 1)
1,6 8 T I |
= 1ol 10 T2 )T =2 g) 10~ 107
4 2
_ _—\n+l
= 2x(gp) 107+
ce qui démontre (Hy,41).
Conclusion : Vn > 1, (H,) est vraie donc
4 2
= 1a i Bn =2 )= —
vn (Bn) =2x(15)" ~ 15m
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