PHECI1 corrigé dml 2003-2004

Exercice 1

1. L’énoncé ne nous laisse pas le choix (P,) : " a;, >0 et apyq >0 "
Initialisation : (Pp) est vraie car 1’énoncé affirme que ag =1> 0 et ag =8 > 0.
Heérédité : Supposons que (P,) est vraiei.e. " o, > 0 et a1 > 0" et démontrons (Pp,41) i.e. " apqq >0
et appo >0".
On sait que a1 > 0 (d’apres (P,) et a1 a > 0 donc oy q2 = \/@ny10;, > 0 ce qui démontre (P,11).
>0 >0

Conclusion : Vn >0, (P,) est vraie i.e. Vn > 0, «a, > 0et apq1 > 0doncVn >0, «p >0.

1 1 1
2. Upyo =Inayis =In /o, 10, = 5 In(apt10m) = i(ln apt1 +1nay,) = i(um_l + Up).
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1 1
3. On introduit le polynéme caractéristique x* — 5:0 — — dont les racines sont 1 et ——. Il existe donc deux

2
1
réels a et b tels que u, = a x 1™ + b(—i)” =a+ b(—i)". Pour déterminer a et b, il suffit de résoudre le

systéme suivant :

aq;b:uozlnlz() - a+b=0 a=2In2
a—§:u1:1n8:31n2 Ly—2Lo+L; | 3a=06In2 b= —2In2
1
donc u, = (2In2)(1 — (75)")
4. 1i5[_1 un, = 21In2 donc o, — exp(2In2) = exp(In4) = 4.
Exercice 2
1 1 1 1 5
Loag=—— —ug=1—1n2 - (1-2)=I2-- - (m2-:)=2_m2
UL =g T U n2, Uy =1 ( n2)=In > =57 (In 2) g I

1
2. On pose (Hy) : up < —
n

Initialisation : (H;) est vraie car u; =1 —1n2 ~ 0,3 donc uy; < 1

1 1
Heéreédité : Supposons que (H,,) est vraie i.e. " u,, < — " et démontrons (H,+1) i.e. " upi11 < 1 "
n n
1
Uy = >0=> ﬁ Unp, S m n+1 § ﬁ donc (Hn+1) est vraie.
1
Conclusion : Vn >0, (H,) est vraie i.e. Vn >0, wu, < —.
n
1
3. L’inégalité 0 < uy, < — e 0 combinée au théoréme d’encadrement implique que lir+n Uy = 0.
n n—+oo n—-+oo
4.
1 (=" (="
n :*1nn = (-1)" n) — **1nn - *1n71n:
(@) wir = ()M = ()" — ) = =y — (DM = ()

(-1
n+1

n _ k—1
(b) On pose (Hy) :w, = Y, % —In2.
k=1

Wy, +

1 1 k—1
Initialisation : (H;) est vraie car wy =u; =1 —1In2= ) ( ]i —In2.
k=1
n ( 1)k 1
Hérédité : Supposons que (H,) est vraie i.e. " = > —In2 " et démontrons (H,+1)
k=1
n+1 _1 k—1
ie. "wpyp1 =) i —In2".
= k
(_1)n n (_ )k 1 (_1>n n (_1)k—1 (_1)71, n+1 (_1>k—1
Wy, :wn—i— —In2+ = + —In2 = ~—————In2
+1 ;1 n+ 1 k.gl :ZC n -+ 1 kgl k
donc (Hp+1) est vraie.
n (—1)it
Conclusion : Vn > 0, (H,,) est vraie i.e. Vn >0, w, = Y, T In2.
(c) On sait que nkmooun =0 et la suite ((—1)""1),,>0 est bornée donc nEToown = HEIEOO(—l)”*lun =0

S . o (—1)kt
ce qui implique que lim Y ~——— =1In2.
o 2k
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Probléme

1. Etude préliminaire :

(a) On pose (Hy) : un > 1.
Initialisation : (Hy) est vraie car ug =2 > 1.

Hérédité : Supposon2s que (H,,) est vlraie ie. "u, >1" et demontrons (Hy41) ie. " tupir =1 "
+ 2u Up —
Onaun+1_1:2+ LU :21 avec u, —1 2 0et 24u, >20doncupy1 —1 20 upy; 21
U, U,

donc (H,4+1) est vraie.
Conclusion : Vn > 0, (H,,) est vraie i.e. Vn >0, wu, > 1.
1+ 2u, 1+ 21 1+ 21

(b) Si u, — [ alors u,41 — [ et st 24l doncl:m@2l+12:1+2l<:>12:1<:>l:1
ou ! = —1. On sait en outre, que Vn > 0, wu, > 1 donc ! > 1. Ainsi, si la suite (u,)n>0 converge,
elle converge vers 1.

2. Premiére méthode :
1+ 2u, 1
a1 — 1 - n—1 lu, -1 1 . :
(a) vpy1 = Untl B _— i = —wv,, donc v est une suite géométrique de
24 uy,
raison —
1 1. 2-1 1
(b) v, = (g)"vo = (g)"ﬁ = (5)”“. On en déduit que
11 1 1 1 L ()
Un — o n+1 _ n+1 n+1y __ n+1 _ 3
= (= & (up—1)= (2 ntl) e u(l—(3 =1+(= E U, = ——.
B (M =) = ()" (i + D) B (- () = 1+ () S 3
1— ()
3
: ; Lint
(¢) On sait que llrf (g)” = 0 donc u, — 1.
3. Deuxiéme méthode :
1+2 —z2+1 (1-z)(1
(a) f(z) = 2—:_5 —x= 23:_’__; = ( ;:_( x+ ?) donc on obtient aisément le tableau de signe de f.
x —00 -2 -1 1 400
1—z + |+ 1 |+]0]-
I+ -1 =10 +]I]+
2+ -0+ | | +]I]+
f(z) +l =10 ]J+]0]-

(b) Upg1—un = f(up) —up et Vo >0, wu, = 1donc f(u,)—u, < 0= w1 —u, < 0. La suite (u,)n>0
est donc décroissante.

(c) La suite u est décroissante et minorée par 1 donc elle converge vers une limite [ telle que [ > 1. En

1421
outre, sa limite [ vérifie I’équation | = %—i—l &< [ =1oul= -1 donc la suite u converge vers 1.
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