PHEC1 devoir surveillé n°2 2005-2006

La présentation, la lisibilité, I’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision
des raisonnements entreront pour une part importante dans ’appréciation des copies. Les
candidats sont invités a encadrer, dans la mesure du possible, les résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d’aucun document ni d’AUCUNE DISCUSSION sous peine d’annulation
de leurs copies; seule 'utilisation d’une régle graduée est autorisée. L’utilisation de toute
calculatrice et de tout matériel électronique est interdite. Les téléphones portables doivent
étre éteints.

Le devoir est composé de 3| pages, de cinq exercices indépendants et d’un probléme qui
peuvent étre traités dans ’ordre souhaité par le candidat.
Durée du devoir : 4h

Bonne chance

Exercice 1
On considére alors une suite z = (z, ) ey une suite réelle vérifiant :

Zn + Zn—
Vn € N*, zn+1:nTnl avec 2 €Ret 2 €R.

Calculer z, en fonction de n, zg et z;. .

Exercice 2
On considére les suites u et v définies par

S
—

2 1
Vn € N~ n = t n = Up, )
mET <@k +D@E+3) R

B
Il

Montrer que les suites u et v sont adjacentes. En déduire qu’elles convergent vers une méme limite L.
Calculer uq, us, v1,v9 et en déduire un encadrement de L.

Exercice 3
On considére la suite u définie par

2(up)? + 2u, + 1

Vn € N, ntl =
" tnt 2y + 1

1. On suppose dans cette question que ug € R,.

(a) Montrer que Vn € N, u, > 0.

1
(b) Etablir que Vn € N, w41 > u, + 3 puis que Vn € N, wu, > up + —.
(¢) En déduire la limite de la suite (uy,)p.

2. On suppose dans cette question que uy < —1.

(a) Montrer que Vn € N,  u, < —1.
(b) Etudier la monotonie de la suite u puis justifier la convergence de la suite w.

(c) Calculer la limite de cette suite.
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Exercice 4

. . . Tu, + 3
On considére la suite v définie par : Vn € N, w, 1 =

2u, + 6

et ug € R,.

1. 3 a 1 f ] : —_— —_— —_— J—
On considére la fonction [ 12 +— o0 6 |:2 + 9 (l’ 2):|

(3 —22)(15 + 2x)

(a) Calculer f (g) , montrer que f est dérivable sur R, et que Ve € R, f'(z) = 90 +3)2

7 3 3 4 3
(b) A T’aide du tableau de variation de f sur R, en déduire que Va > 0, 290 1 5 < 5—1-5 (Jc — 5) )
T

3
2. On suppose dans cette question que uy € l(), 5] )

(b) Vérifier que Vn € N, w1 —u, =

DN o

(a) Montrer que Vn € N, u, € {O,

(up +1) (3 —2uy,)
2u,, + 6 ’
(c) Justifier la convergence de la suite u et donner sa limite.

3. On suppose dans cette question que ug > 3

(a) Montrer que Vn € N, u, >

DN o

3 4 3
(b) A T'aide de la question 1, justifier que Vn € N, w41 < 3 + - (un — —) .

. 3 3 4\" 3
(c) Etablir que Vn € N, 5 < Uy < 5 + (5) <Uo - 5) .

(d) En déduire que la suite u est convergente et donner sa limite.

Exercice 5

5 +6z+1

On considere la fonction f : R — R définie par : f(z) = %
346 1
et 'on définit la suite (u,),>0 en posant : uy = 0 et VneN, = flu,) = (un)” + 6un + )

9
92 . 3 N . . 9. 1
1. Montrer que ’équation z° — 3z + 1 = 0 possede une solution unique « sur l'intervalle |0, 5]
2. Montrer que I'équation f(x) = x est équivalente & 1’équation x® — 3z + 1 = 0.
1
En déduire que « est I'unique solution de ’équation f(z) = x dans l'intervalle [0, 5} :

Montrer que Vz € [0,a], = < f(x).
Montrer, par récurrence, que Vn € N, 0 < u, < a.

A Taide de la question 3, donner la monotonie de la suite u.

S A

En déduire que la suite (u,), converge et justifier que sa limite est «.
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PROBLEME

On considére les suites u, v et w définies par

n

) - 1 1 B 2n 1 w():l w
Vn e N*  wu,= Z; —In(n) 5 "Un_zz_) et VneN, w,. = -

1

On admet encadrement suivant (F) : Vn € N*, In(n+2) —In(n+1) < 1
n

<Iln(n+1)—Inn|

1. Etude de la suite w.

(a) Donner la monotonie de la suite u.

(b) Montrer par récurrence que Vn > 1, In(n+ 1) Z < 1+ 1In(n).

p=1

"@I’—‘

(¢) Montrer que la suite u est comprise entre 0 et 1.

(d) En déduire la convergence de la suite u (on ne demande pas de calculer cette limite).

2. Etude de la suite v.

(a) Etudier la montonie de la suite v.

2n
1 1
b) E jorant —, justifi Vn e N v, < :
(b) En majoran pJUSI er que Vn v Z T
p=n-+1
2n
(c) Calculer Z ! . En déduire que Vn € N v, < 1.
et n —+ 1 ) n

(d) Justifier que la suite v converge et donner une majoration de sa limite.

(e) Montrer que Vn € N*,  ug, — u, = v, — In2. En déduire que lim v, =In2.
n—-+o0o

3. Etude de la suite w.

(a) Montrer que Vn € N, 0 < w, < 1.

(b) Donner la monotonie de la suite w. En déduire la convergence de la suite w et donner sa limite.

4. Etude asymptotique de la suite w.

1
=w, +1+—.

(a) Vérifier que : Vn € N,
Wn+1 W,

1
(b) Montrer par récurrence que Yn € N, — >n + 1.
n

(c) En combinant les questions 4.a) et 4.b), établir alors par récurrence que

1 "1
Yn e NX, — K 1 -,
n e - n+ +Zk

1
(d) En utilisant la question 1.b), justifier que ¥n > 1, — < n+ 2+ In(n).
Wn

1 1

——— S W, < .
n+2+Inn n+1
n ) n

(e) En déduire que Vn € N*

(f) Calculer les limites suivantes : lim ——————,  lim .
n—toon +2+Inn’ notoon +1

En déduire que la suite (nw,,), est convergente et donner sa limite.

www.mathematiques.fr.st 3 abdellah bechata


file:www.mathematiques.fr.st

