PHEC1 Correction ds n°7 2005-2006

CORRECTION PROBLEME

I. Structure de FE.

1. Etant donné que 'on demande également une base, on va directement montrer que E est engendré linéairement par
certains vecteurs.

X € FE si et seulement il existe deux réels a et b tels que

b a b 01 0 1 0 0
X € E <& ilexiste deux réels a,b tels que X = M(a,b)=|a b b|]=a|l 0 O0O]+b]|0 1 1
b b a 0 0 1 1 1 0

0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0

& X € Vect 1 0 0,0 1 1 = FE = Vect 1 0 0),{0 1 1

0 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 0

010 1 00
2. La famille 1 0 0,0 1 1 est génératrice de E. Montrons qu’il s’agit d’une famille libre de E. Soient a
0 0 1 1 10

et b deux réels tels que

0 0

1 100
al1 0 o)l+bl0 1 1)_09;,?3(]R Sa=b=0
00 1 110
0
0
1

> o Q
L ot o
Il
o oo
o oo
o O O

0
0
0 1
Par conséquent, la famille 1 0 est bien une base de F.
0 0

II. Etude d’une certaine application linéaire.

1. Soient «, 8 deux réels et X = (z,y,2) et Y = (a,b, c) deux vecteurs de M 3(R)

flaX +8Y) = flalz,y,2)+ Pa,b,c)) = flax + Pa,ay + b, az + Bc)
= (ay+pb,azx+ fa,az+ fc) ("z=ax+Pa, y=ay+pb, z=az+p)
= a(y,z,2) + B(ba,c) = af(X) + Bf(Y)
2. 1l s’agit d’exprimer les images de chaque vecteur de la base de Pespace de départ (f(e1), f(e2), f(e3) ici) comme

combinaison linéaire des vecteurs de la base de 'espace d’arrivée (g1,e2,e3 ici) donc il s’agit d’exprimer f(eg1) (resp.
f(g2), f(g2)) comme combinaison linéaire de €1, 2,€3. Un calcul direct nous donne

fle1) = f(1,0,0)=(0,1,0) =ea =0xe1+1xea+0xe3
f(EQ) = f(07170)2(1a070)251:1X51+0X52+0X53
fles) = [f(0,0,1)=(0,0,1) =e3=0xe1+0xe2+1xe3

ce qui entraine

fle1) fle2) fles)
0 1 0 &1
A= 1 0 0 €2
0 0 1 €3

3. Il est immédiat que A = M (1,0).

4. Etant donné que 'on demande également une base, on va directement montrer que F est engendré linéairement par
certains vecteurs.

b= —a a+b=0 a——b
X € E_((f)eX=(abe)et f(X)=-X < (ba,c)=—(a,b,c) & a=—-b & (¢ a+b=0 @{ =0
c=—c 2c=0 B

& X =(=bb,0)=0b(-1,1,0) & E_(f) = Vect((—1,1,0))

Par conséquent, F_1(f) est un espace vectoriel (comme espace engendré par certains vecteurs) et e; = (—1,1,0) en est
une base (unique vecteur générateur et il est non nul)
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5. On procéde de la méme fagon

b=a —a+b=0
X € E (f)eX=(abc)et f(X)=X < (ba,c)=(a,bc) & a=b < a—b=0
c=c 0=0
—a+b=0 « Pivot pour a»
& gig Ly Lyt L s{a=b & X =(bbc)=0b(1,1,0)+c(0,0,1)

& Ei(f) = Vect((1,1,0),(0,0,1))

Par conséquent, E1(f) est un espace vectoriel (comme espace engendré par certains vecteurs) et {eo = (1,1,0),e3 = (0,0,1)}
en est une famille génératrice. Il reste & montrer qu’il s’agit d’une famille libre. Soient a et b deux réels tels que

aez + bez = O, ,r) < a(1,1,0) +b(0,0,1) = (0,0,0) < (a,a,b) = (0,0,0) < a=b=0
On en déduit que la famille (e, €3) est une base de Eq(f).
6. Commencons par montrer qu’il s’agit d’une famille libre. Soient a, b, ¢ trois réels tels que

aey + beg + cez = O, ,(r) < a(—1,1,0) + b(1,1,0) +¢(0,0,1) = (0,0,0)

—a+b=0 —a+b=0 « Pivot pour a» ¢c=0
< (—a+b,a+b,c)=(0,0,0) & a+b=0 < 2b=0 b b=0
c=0 c=0 Ly = Lot In 0

donc la famille (eq, ea, e3) est bien libre.
Montrons qu'il s’agit d’une famille génératrice. Soit X = (z,y, z) € M1 3(R), existe-t-il trois réels a, b, ¢ tels que

—etb==z —atb=g «Pivot pour a»
X = aeytbes+tees & (2,y,2) = a(—1,1,0)+b(1,1,0)+¢(0,0,1) < a+b=y &< 2b=z+y P
c=z c=z Ly = Lot Lo

Par conséquent, on en déduit 1’existence de ¢ puis de b et enfin celui de a, ce qui entraine que les réels a, b, ¢ existent
bien. Ainsi, la famille (eq, ez, e3) est génératrice et libre donc c’est une base de 91 3(R)

7. Il s’agit d’exprimer les images de chaque vecteur de la base de Pespace de départ (f(ey), f(e2), f(e3) ici) comme
combinaison linéaire des vecteurs de la base de I’espace d’arrivée (e1, es, €3 ici) donc il s’agit d’exprimer f(e1) (resp.

f(e2), f(e2)) comme combinaison linéaire de ey, €2, e5. Puisque e; appartient & E_1(f), on a f(e1) = —e; (il est solution
de f(X) = —X) et comme eq, e3 appartiennent & F1(f), on en déduit que f(e2) = eq et f(e3) = es, ce qui entraine
fler) fle2) fles)
-1 0 0 €1
B = 0 1 0 ()
0 0 1 €3

8. On procede par les opérations élémentaires sur les matrices

-1 1 0\ 1 00 -1 1 0\ 1 0 0 «Pivots
1 1 0f : 010]elo0 2 o0f : 110 L<—Zzo+L
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 22

La nouvelle matrice est triangulaire supérieure et tous ses coefficients diagonaux sont non nuls donc elle est inversible,
ce qui implique l'inversibilité de P. On poursuit en effectuant le pivot inverseé.

1 1
-——- - 0 1
-2 0 0 1 -1 0 -2 0 0 2 2 Ly — -1y
0 2 0 11 o ||l 0 2 0 oL 2
0 01 0 1 0 0 1 2 2 Ly = —5ls
0 0 1
1 1 1 1
2 2 0 -1 1 0 2 2 0 1 00
Par conséquent, on a P~! = 11 o |- Vérification : 1 10 11 o | = 01 0 |=1Is
2 2 0 0 1 2 2 0 0 1
0 0 0 0 1
1 1 0 0 1 0
Un calcul direct nous donne PB= | -1 1 0| =PBP'=|1 0 0 |=4
0 0 1 0 01
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ITI. Calcul de [M(a,b)]"
1 1
1. Un calcul direct donne QR = 613 donc @) (GR) = I3, ce qui entraine que @ est inversible et Q' = ER.

2. Un calcul direct donne

1 1 2 2 2 b a b 1 20 +4b  2a4+4b 2a+4b
Q 'M(a,b) = —RM(a,b)=~-(3 -3 0 a b b|l=-(-3a+3b 3a-3b 0
6 6\1 1 =2/ \b b o) O\ a=b  a-b —2a+2
| (6a+12b 0 0 a+2b 0 0
Q 'M(a,0)Q = - 0 —6a + 6b 0 = 0 —a+b 0
6 0 0 6a — 6b 0 0 a—b

3. Une récurrence archi-classique, que le lecteur fera, montre la formule demandée.

IV. Une application probabiliste.

1. L’achat une année donnée dépendant de I’achat effectué 'année précédente, nous incite & introduire les événements 715,
: «acheter un jouet traditionnel 'année n», M, : «acheter un jouet & la mode I'année n», S, : «acheter un jouet
scientifique ’année n». On applique la formule des probabilités totales au systéme complet d’événements T,,, M,,, Sy,
ce qui nous donne

Pn+1 = P( n+1) (T an+1)+P(Mann+1)+P(S anH)
= P(T, )P(Tn( Tot1) + P(Mp) Poar,,y (Trs1) + P(Sn) Ps,) (Tot1)

1 1 1 1 1

-P(T, —P(M, -P(S,) = -pn+ =qn + -1

TPT) + 5 P(M) + TP(5) = Ja+ a0+ 7

qn+1 = P(Mn+1) :P(TnﬂMn+1) +P(Mann+1) +P(Sann+1)

P(Tn)P(Tn)(Mn+1) + P(Mn)P(Mn,)(Mn+1) + P(S7L)P(Sn)(Mn+1)

1 1 1 1 1 1
- QP(Tn) + 7P(Mn) + 7P(Sn) = ipn + ZQn + Zrn
Tn+1 - P( n+1) (Tn N Sn+1) + P(Mn N Sn-‘rl) + P(Sn N SrH—l)

P(T)Per,)(Sn+1) + P(My) Piar,y (Snt1) + P(Sn) Ps, ) (Snt1)

1 1 1 1
TP + TP + SP(S) = Ja+ {57
1 1 1
4 2 4
Pn+1 1 1 1 DPn 11 Pn
2. Il est immeédiat que | gn+1 5 1 1 gn | =M (27 4) In
rnJrl ]_ ]_ ]_ Tn Tn
4 4 2

3. Une récurrence archi-classique, que le lecteur fera, montre la formule demandée.

4. La question précédente combinée aux questions II1.3 et III. 1, nous donne

1 " n n
Pn 1 1 1 0 (_) 0 2 2 2 1 ) 1 ) 2
| = 1 -1 1 4 3 -3 ollo]=2]1 —(-= - 3
0 4 4

T 1 0 -2 0 0 <1>” 1 1 =2 N
4 1 —2(=
1 0 (J

| =

1 n 1 n n n n n
2es(-3) +(5) ) (Aal(ch) Ll L (1)1
1\ 372\71) To\a Pr=373(71) T5\1
oL 2_3(J> +(1) B ENE VAR AN B R B AR N AR
K B 4 1) | 713 2\1) T6\a =373\71) Te\a
! 1" L_o1/Ly’ e L 1 (1L
‘2<4) 2 3 3\4 "T3 3\
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5. (a) Par construction, on a X, (2) = {0,1} et

11/ 1\" 1/1\" 2 1/ 1\" 1/1\"
PX, = 1)=PM,)==—=|-= — = PX,=0=1-PX,=1)==+=-(—) —=|(~
(= v=ror)=3-5(-1) +5(3) Px-0 c=n=3+3(-1) -3 (3)
E(X,) = 0xPX,=0+1xPX,=1)=PX —1)—24—1 1 ”_} ! '
e " [ R S | 6 \ 4
n n—1 n—1 1 qn
- Eoo_ j+1:§:j: _
(b) On utilise la linéarité de 'espérance, ainsi que la formule g q i E q q , ¢ =qx ¢
k=1 7=0 7=0
S E I A AN WA R
E(Z,) = EXi+Xo+---+X,)=EX E(X -+ B(X, :E i — =

k=1 k=1 k=1 1— (_1> 1— =
4
1 1 1 4 1\" 1/1 4 \"
= s () G- C) s () G ()]
1 1 1N, 1 1"
= e (1) sl ()
E(Zy) = 1-&- L [1 — <_1>”] + L {1 — <1>”] — E (par les croissances comparées)
n 3 10n 4 18n 4 n—-+oo 3

(¢) La variable Z,, représente le nombre de jouets a la mode acheté par un client durant des n premiéres années
E(Z,) représente le nombre moyen de jouets a la mode acheté par un client durant des n premieres années
(Zn)

n)
années.

=

représente le nombre moyen de jouets & la mode acheté par année par un client durant les n premiéres

1
La limite obtenue & la question précédente montre que chaque client achéte, en moyenne, 3 de jouets a la mode

chaque année.

V. Etude des matrices commutant avec M (2,1).

1. On procéde par la caractérisation des sous-espaces vectoriels.
Hp C M3(R) qui est un espace vectoriel et Hp # (0 puisqu’il contient 03 (I’élément nul de DM3(R)) car 03 x

4 0 0
0 -1 0| =03
0 0 1
4 0 0 4 0 O 4 0 O 4 0 O
0 -1 0]03=03 e 03{0 -1 0| =03]=({0 -1 0]J03=03|0 -1 O
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
Stabilité par combinaison linéaire : Soient X et X’ deux éléments de Hp ainsi que deux réels X et p. Il faut montrer
4 0 0 4 0 0
que \X + pX' € Hp, clest-a-dire que soient X € M3(R) avec [0 —1 0| X =X |0 -1 0] et X' € M3(R)
0 0 1 0 0 1
4 0 0 4 0 0 4 0 0
avec |0 —1 0] X' =X"[0 —1 0], il faut montrer que AX + pX’' € M3(R) avec |0 —1 0] (AX 4+ pX') =
0 0 1 0 0 1 0 0 1
4 0 0
A X 4+upX)|0 -1 0
0 0 1
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Pour cela, nous allons développer puis de regrouper les termes en \ et les termes en p

4 0 0 4 0 0 4 0 0
0 -1 0)|(AX+pX) = Al0 -1 0|X+u|0 -1 0]X
0 0 1 0 0 1 0 0 1
4 0 0 4 0 0 4 0 0
= AX [0 =1 o) +ux' [0 =1 0)=(X+puX)[0 -1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1

ce qui montre que Hp est stable par combinaison linéaire et Hp est bien un espace vectoriel.
Remarque : nous n'utilisons pas les coordonnées car ’ensemble Hp est défini par des relations sur l’élément X

directement.
a b ¢
2. Soit X=1|d e f| €Hp
g h
4 0 0 a b ¢ a b ¢ 4 0 0 4a 4b 4c 4a —-b ¢
DX = XD& |0 -1 0 d e fl=\d e f 0 -1 0)e|—-d —e —f|=|4d —-e f
0 0 1 g h 1 g h 1 0 0 1 g h i 49 —h 1
4a = 4a —f=7f 0=0 —2f=0
4b = —b g=4g 50 =0 —3g = b=0 f=0 a 0 0
& de=c h=—-h & c=0 2h=0 << ¢c=0 g=0 ©X=(0 e O
—d=4d i=1 —5d =0 0=0 d=0 h=0 0 0 1
—e=—¢ 0=0
4 0 0
3. () OnaZ?2=(Q YR =Q'YQQ'YQ=Q 'Y?Q=QM((2,1)Q "= {0 —1 0] (dapres le rappel de cette
7 0 0 1
partie).
4 0 O 4 0 0
Onendéduit que |0 —1 0| Z2=2°Z=23=272>=2Z|0 -1 0
0 0 1 0 0 1
4 0 0 4 0 0
(b) D’apres I'égalité [0 —1 0| Z=Z|0 —1 0], onesten droit d’appliquer le résultat de la question 2, ce qui
0 0 1 0 0 1
a 0 0 4 0 0
entraine Iexistence de trois réels a, 3,y telsque Z = [0 S 0] et comme Z2= [0 —1 0|, on en déduit
0 0 ~v 0 0 1
a 0 0\> /4 0 0
que ([0 8 0] =[0 -1 0
0 0 ~ 0 0 1
a 0 0\° (4 0 0 a2 0 0 4 .0 0 a? =2
()0 B 0] =0 -1 0)Je|0 B 0]|=|0 -1 0= p*=-1
0 0 v 0 0 1 0 0 ~? 0 0 1 V=1
Comme Péquation % = —1 est impossible, on en déduit que la matrice Z n’existe pas, ce qui entraine I'inexistence
4 0 0
de la matrice Y, autrement dit, la matrice [ 0 —1 0| ne posséde pas de racine carrée.
0 0 1
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CORRECTION EXERCICE 1 (EDHEC 2005)

!/ /
@ Z ) et Y = < ch/ Z, ) deux vecteurs de My (R). On va calculer f(aX + YY) puis

on va «séparer la partie en « de la partie en 3»
_ a b a b, aa+ Ba’ ab+ gy
rax+ov) = fla( &0 ) o (G G N Geiny St )

ac + fBce
<ﬁi% ﬁi%)*mmﬂw+@wmm(ég)

aa+ Ba’ ab+ BY " "
(ac—i—gc’ ad—&—gd’)’ a=aa+Bd, d=ad+pd")

a[(ﬁ Z)—I—(a—i—d)(é ?)Pﬁ{( ‘2 Zl,>+(a’+d’)<é ?ﬂzaf(XHﬁf(Y)

2. (a) Un calcul direct nous donne

1. Soient «, 8 deux réels et X =

(nM

fGh) = f((é 8>)=<(1) 8)+(1+0)<(1) ?):((1) 8)+((1) ?)=(§ ?)_2J1+J4
o < (3 4)-( §)wen( V-4 )
o0 = o{(2 D)3 D-omnld $)-(3 1)
s = (8 9= (5 D)o (5 ) =(5 ) (3 0)=(4 8)=nrum

(b) Il s’agit d’exprimer les images de chaque vecteur de la base de Pespace de départ (f(J1), f(J2), f(J3), f(Js) ici)
comme combinaison linéaire des vecteurs de la base de l'espace d’arrivée (Jy, Jo, Js, Jy ici). D’aprés la question
précédente, on a

fOh) f(J2) f(Js) f(Ja)

2 0 0 1 J1

0 1 0 0 Jo
A =

0 0 1 0 J3

1 0 0 2 J4

3. (a) Commengons par montrer qu'il s’agit d’une famille libre. Soient a, b, ¢, d quatre réels tels que

1 0 0 1 0 0 1 0 0 0

aK1 +bK2 +CK3 +dK4 = OMZ(R) = a (0 _1> +b <0 O) +c <1 0) +d (O 1> = <0 0)
a+d=0 a+d=0 | «Piwot pour a» d=0
- a+d b {0 0 - b=0 o b=0 o c=0
c —a+d)  \0 0 c=0 c=0 b=0
—a+d=0 2d =0 Ly+— Ly+ Ly a=0

donc la famille (K1, Ks, K3, K4) est bien libre.

ry

Montrons qu'il s’agit d’une famille génératrice. Soit X = <z > € My(R), existe-t-il quatre réels a,b, ¢, d tels

t
que

o z y\y (1 0 0 1 0 0 10
X = GK1+bK2+CK3+dK4<=>< t)—a<0 _1)+b<0 0 +c 10 +d 01
at+d==x a+d=z | «Pwot pour a»

z y\ _ (a+d b b=y b=y

< (z t>_< c —a—i—d)‘i> c=1z < c=1z
—a+d=t 2d =t L4<—L4+L1

Par conséquent, on en déduit I'existence de b, ¢, puis d et enfin celui de a, ce qui entraine que les réels a,b, ¢, d
existent bien. Ainsi, la famille (K7, Ka, K3, K4) est génératrice et libre donc ¢’est une base de 92 (R)
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(b) Il s’agit d’exprimer les images de chaque vecteur de la base de l'espace de départ (f(K7), f(K2), f(K3), f(K4) ici)
comme combinaison linéaire des vecteurs de la base de I’espace d’arrivée (K1, Ko, K3, K4 ici). On commence par
calculer ces différentes images

() B R R A

o = (8 D)= ) rosn (180 )
o = ()= roen (L) (1 Yo
0 = (D)6 el D)= es(h 4

1 0 0 0 K

0O 1 0 0 Ky
A =

0o 0 1 0 K

O 0 0 3 K,

CORRECTION EXERCICE 2 (EM LYON 1998)

1. (a) Lafonction ¢ — est continue sur R =]— o0, +00[ (quotient de fonctions continues sur R dont le dénominateur

41

T
ne s’annule pas sur R) et 0 €] — oo, +00[ donc la fonction z +— /mdt = G(z) est définie et C* sur R et
0

VexeR, G'(z)= Sl Par conséquent, la fonction G est définie sur R.
T
(b) On l’a répondu & cette question a la question 1.a)
1
2. (a) La fonction t g ot continue sur R =] — 0o, +00[. On doit exiger que x et 2z appartiennent a | — 0o, 00|
2z

1
(au méme intervalle, mais il n’y en a qu’un ici), ce qui est toujours vraie, donc I'intégrale / mdt existe pour
x
tout réel x.

1
(b) Premier cas 2z > ¢ < x > 0 (bornes dans l'ordre croissant). La fonction ¢ — A est positive R} donc sur
[z,22] C Ry. En outre, l'intégration portant sur des bornes croissantes (2¢ > z), on en déduit que l'intégrale
2z
1
——dt = F'(x) est positive
/ tt+1 () est positiv

.
Second cas 2z < x < z < 0 (bornes dans l'ordre décroissant). On commence par utiliser la relation de Chasles

2z T

1 1
F“):/mdt:—/mdt

T 2z

x

1 1

La fonction ¢ — il est positive sur R_ donc sur [2z, 2] C R_. En outre, l'intégration dans l'intégrale / mdt
2x

x

portant sur des bornes croissantes (2x < ), on en déduit que 'intégrale / 1dt est positive, ce qui implique

t4 4+
2x
Tl
ue F(x) = — | ——dt est négative.
ave F(e) = — [ Grqdt est nég
2z
Par conséquent, la fonction F' est négative sur R_ et positive sur R, .
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(¢) Pour commencer, 'ensemble de définition de F), qui est R, est symétrique par rapport a 0. Ensuite, en utilisant le

changement de variable u = —t dans U'intégrale définissant F'(—z), on obtient
2(—xz) 2x 2x
F(—x) / L dt / L (—du) / L d F(x)
—T) = a4 1 = —(—au) = — —au = — X
tt+1 (—u)t+1 ut 41
(=) T z

donc la fonction F' est impaire.

1
3. (a) On encadre "a la main" la fonction ¢ — ATy Iintervalle [z, 2z] lorsque = > 0.
r < t<2r=a" <t <16t = 2t 1<t 1< 162t + 1
1 1 1

< <
1624 4+1 ~t*4+1 " 2441

Vit € [z, 2]

Puisque = < 2z (car > 0), en intégrant I'inégalité précédente sur [z, 2z] ('intégration portant sur des bornes
croissantes), on obtient

2x d 2z d 2x J 1 2x 2z
t t t 1
—— < — < & 1dt < F <— [ 1dt
/16:c4+1 /t4+1 /x4—|—1 16x4+1/ (z) x4+1/
! [1'=2" dt < F(z) < ! [t)i=2" Y <F@) < -2
16z% +1 1= zh41 162* + 1 zt 41
(b) Puisque l'on a 'encadrement Vz > 0, szlcﬁ < F(z) < #ﬂ et
- - ! 0= li
—_— ~ = —_ 1im —_— =
1624 4+ 1 z—+oo 1624 1623 z—+o0 z—+oo 1624 + 1
x x x
=~ 2 = 0= lim —— =0
x4 4+ 1 2—too gt 23 —too r—too 2t 4 1 ’
le théoréme d’encadrement montre que lirf F(z) = 0. Par imparité, on en déduit que lim F(z)=—-0=0.
(c) On commence par remarquer que
2z d 2z d T d
t t t
Ve eR, F(z)= = - =G2z) -G
v (z) /t4+1 /t4+1 /t4+1 (22) = G(2)
T 0 0

La fonction G étant dérivable sur R ainsi que la fonction z — 2z, on en déduit que la fonction F' est dérivable sur
R tout entier et

1 12 1
(2e)4+1 a2t +1 1624 +1 a24+1

Ve eR, F'(z)=(G(2z)) — (G(z)) = (22)'G'(2z) — G'(x) =2 x
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