PHEC1 Correction ds n°3 2005-2006

CORRECTION DE L’EXERCICE 1

1. (a)
3r—2y+3z==z 20 — 2y +32=0
r+22=y & T—y+2:=0 @{ = 5 ={(y9,0), yeR}
2z =z z=0
3r—2y+3z=2x z—2y+32=0 ¢ —2+32=0  Pivot pour x 2 =0
r+22=2y &< x—-2y+22=0 & o= 0 Ly Lo—1L <~ =9
22 =2z 0=0 B P -
= S={(2y,9.0), yeR}
33:725161?2)2:2:101? - z—2y+32z=2 r—2y+32=2  Pivot pour x
2zy_2z x—2y+2z=1 —z2=-1 Ly« La— 1L,
z—l
= {.’E =>S={(2y—172%1)7 yER}

(b) On procede par les opérations élémentaires sur les matrices

1 2 -1 . 1 00 1 2 -1 ' 1 00 «Pivots
11 0| ¢ fo1ro)elo -1 1] i [-110 ’LHZZO—L
00 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 2 2o

La nouvelle matrice est triangulaire supérieure et tous ses coefficients diagonaux sont non nuls donc elle est
inversible, ce qui implique 'inversibilité de P. On poursuit en effectuant le pivot inversé.

0 0 1 1 0 0 -1 2 -1
0 —1 1 -1 ‘él:élf?’ elo -1 o] ¢ [ -1 1 <1 ‘LV_LHF?L?
1 0 2 2o 0 0 1 0 0 1
1 0 O — -1 -1 2 -1
<10 1 0 1 ) ‘ Ly Iy = pl= 1 -1 1 (PP~ =TI par calcul direct)
0 0 1 0 0 1
1 40 3 -2 3
PT=11 2 1 PTP'=11 0 2 |=A4
0 0 2 0o 0 2
1 0 0
2. (a) On procede par récurrence en posant (P,) : " il existe un réel a,, tel que T" = | 0 2" «, "
o o0 2"
1 0 O 1 0 0
Initialisation n =0: T° =T et 0 20 q = 0 1 a9 donc en choisissant ag = 0, il existe bien un
0 0o 20 0 0 1
1 0 0
réel ap tel que T = [ 0 2° «p |, ce qui démontre (Py).
0 0 20
Heérédité : Supposons (P,) vraie et démontrons (P,41), i.e. supposons qu’il existe un réel a,, tel que T" =
1 0 O 1 0 O
0 2" a, et montrons qu’il existe un réel a,, 41 tel que Tntl = 0 2" a,
o o0 27 0o o0 27
1 0 0 1 00 1 0 0
Tt =7 = 0 2" a, 0 2 1 = 0 27*tl 2, + 27
0o o0 2" 0 0 2 0 0 gn+l
1 0 0
Par conséquent, en choisissant le réel o, 11 = 2, +27, on a bien 7"t = | 0 27" «, , ce qui démontre
0 0 ontl

(Pn+1) et achéve la récurrence. D’aprés la preuve, on a ap = 0 ainsi que la relation Vn € N, ay41 = 2a, + 2™

(b) On procéde par récurrence en posant (Py,) : a,, = n2"~1
Initialisation n =0 :On a ag = 0 et 0 x 2°71 =0 donc ag = 0 x 2°~, ce qui démontre (Py).
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Hérédité : Supposons que (P,,) soit vraie et montrons (P, 1), i.e. supposons que o, = n2"~! et montrons que
apt1 = (n41)2m.
Qni1 =20, + 2" =2(n2" 1) + 2" = n2" + 2" = (n+ 1)2"

ce qui démontre (P,11) et achéve la récurrence.

3. On procéde de nouveau par récurrence en posant (P,) : A" = PT"P~1.
Initialisation n =0: Ona A’ =T et PT'P~! = PIP~! = PP~! = [ donc A° = PT'P~!, ce qui démontre (Py).
Hérédité : Supposons que (P,,) soit vraie et montrons (P,1), i.e. supposons que A" = PT"P~1 et montrons que
ATt = pTntip=l Daprés la question 1.b), on a A = PTP~! donc on peut écrire

AMTl = A7 A =) prep~tprp~! = prrtip-t

ce qui démontre (P,,11) et achéve la récurrence. On en déduit immédiatement que

12 -1 10 0 1 27l (n—1)2"
P = 1 1 0 0 27 n2nl =(1 2" n2n-1
0 0 1 0o o0 27 0 0 2n
1 2n+1 (n _ 1)271, —1 2 —1 2n+1 -1 72n+1 =+ 2 2 (n + 1) —1
A" = pPT"pP~l=11 2o~ n2n—1 1 -1 1 = 2" —1 —2"+2 2"(1+ g) -1
0 0 2" 0 0 1 0 0 o

Remarquez que pour n =10 et n =1, la formule est vraie.

a b c
4. On se lance dans un calcul directement en écrivant M = | d e f
g h 1
a b c a 2b b+2c
™™ = 2d+g h+2e 2f+i MT=|d 2 2f+e
2 2h 2 g 2h h+2i
a=a 2f+i=2f+e b=0 b=0
b+c=0 c=0
b=2b 2g=g dta=0 —0 a 0 0
MT = TM&{ c=b+2c 2h = 2h o hg_g fz:o asM=(0 ¢ f| (aef) eR?
2d+g=d % = h+2i ' o 00 e
h+2e = 2e e P
g=20 i=e

5. (a) M' = P"'MP < PM'P~! = M (multiplication & gauche par P et a droite par P~!, de part et d’autre de
Pégalité).

AM = MA < PTP'PM' P = PM'P'PTP ' o PTM'P~ ' =PM'TP ' TM =M'T

par multiplication & gauche par P~! et & droite par P, de part et d’autre de ’égalité

a 0 0
(b) En combinant les questions 4 et 5.a), on en déduit donc M'T = TM’ si et seulement si M’ = [0 b ¢
0 0 b
On en déduit alors la caractérisation suivante (la derniére égalité s’obtenant par calcul direct) :
a 0 0 a 0 0 —a+2b 2a—2b —a+b+2c
AM=MA&TM =MT&M =0 b c|eM=P|0 b c|P'=|-a+b 2a—-b -a+b+c
0 0 b 0 0 b 0 0 b

CORRECTION DE L’EXERCICE 2

1. La position du mobile a l'instant (n+1) dépendant de sa position a l'instant n, on va utiliser la formule des probabilités
totales avec le systéme complet d’événements (A,,, By, Cy, Dy,)

P(An+1) = P(An N An+1) + P(Bn N An+1) + P(Cn N An+1) + P(Dn N An+1) = P(An)PA,L (An+1) + P(Bn)PB,L(An+1)
=0 =0
2
= P(4n) + ZP(B)
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=0 =0

= %P(Cn) + P(D,,)

On en déduit donc

Ap4+1 = Gp + gbn
1

bn+1 = gcn
1

Cn41 = gbn
2

dn-{—l = gcn +dn,

PHECI1 Correction ds n°3 2005-2006
1
P(Bn+1) = P(An N Bn+1) + P(Bn N Bn—i—l) + P(Cn N B7L+1) + P(Dn N Bn+1) = P(Cn)PCn (Bn+1) = 7P(Cn)
———— 3
=0 =0
1
P(Cn+1) = P(An N Cn+1) + P(Bn N Cn+1) + P(Cn N Cn+1) + P(Dn N Cn+1) = P(Bn)PBn (Cn+1) = *P(Bn)
——— 3
=0 =0
P(Dpi1) = P(AwNDpi1)+ P(BuNDyi1)+ P(CpNDyyt) + P(Dy N Dyi1) = P(Cp)Pe, (Dyi1) + P(Dy)Pp, (D)

2. L’égalité U, 11 = MU, est évidente. Pour 1’égalité suivante, on procede par récurrence en posant (P,) : U, = M"Uj.
Initialisation n = 0 : On a MUy = IUy = Uy, ce qui démontre (Pp).

Hérédité :
Uny1 = M™ 10,

Supposons que (P,,) soit vraie et montrons (P,41), i.e. supposons que U, = M"U; et montrons que

Un+1:MUn = MMHU():Mn+1U()

n

ce qui démontre (P, +1) et achéve la récurrence.

3. (a) On procede par identification

M

2 0 0 1 1b+§ E 1b+1 0 11
3 CTLT VTS 4T R A
1 1 1 1 1 4 2
= aA+bB—|—cC<:> 1 = 1 1 1 1 = Ea_i + ¢
= —Za+ =b —a+=b
0 3 0 O 0 2a+2 2a+2 0 %aJrfb*O
2 1 1 1 1 1, 3
Z 1 —a—=b+-¢c —-a—=b+=5
0 0 3 0 4a 5 +4c 1 5 +4c c 1
2
c=1 c=1
1 _ _
—a-2= -3 Ly 4L —a-2b=-3 c=1
o a-2=—1 Ly—4lsy o] —db=—2 LycLytLl, «{ °73
a+b=0  Ly—2L, 1 o 1
9 —b=—7 Ly« Ly+ Lo 3
70,+b:* L5<*2L5
3 3b=1 L5<—L5—L2

1

On a donc : M:7%A+*B+C

3
1

3

(b) Il s’agit de montrer I'égalité M™ = (—) A+ (:1))) B+1"C = (—) A+ () B+C

n n
Pour cela, on procéde par récurrence en posant (P,) : M™ = (—) A+ <> B+C.

Initialisation n =0: On a M° = I et ce

donc M9 = <

1\’ 1\’
(—3) A—|—<3> B4+ C=A+B+C=1 (par calcul direct)

1\° 1\°
3) A+ (3) B+ C, ce qui démontre (Pp).

1 1

n n
Hérédité : Supposons que (P,,) soit vraie et montrons (P,1), i.e. supposons que M™ = (> A+ <) B+C
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1

n+1 n+1
1
et montrons que M" = (3) A+ (3) B+ C. En utilisant la question 3.a) ainsi que les égalités admises

par la question 3, on obtient

1\" 1\" 1 1
Ml = MM = ——) A+ (=) B ——A+-B
W(( 3) +<3) w)( 3%73 +C>
1 n+1 1 nl 1 n 1 nl 1 n+1 1 n
—= A2 —= - AB — ) AC — [ = —BA — B? - | B
() w3 o () a0 ) o ()" 5

1 1
——CA+=CB+C?
sCA+3CB+C

1 n+1 1 n+1
(3) A+(3> BiC

ce qui démontre (P,41) et achéve la récurrence. On en déduit que

RN AL B TS A 6 AL B
4 3 2\3 4 4 2 \3 4
+ (

DNe—rr—
S
o

N— W=
+

oo
—

4. La combinaison de I'égalite U, = M"Uy (question 3) et du calcul de M™ (question 4) nous donne

_ _|_b _1 _1 "_1 1 "+§ _|_ 1 _1 "_1 1 n_|_1
Gn= @007\ 73 2\3 1) T\ "3 2\3 1
b — b 1 _1 n+1 }" + _1 _} "+1 1"
Yn e N n= °\2\73 2\3 “\73\ "3 2\3
’ CLCINT LN (LN L LT
= °o\72 "3 2\3 “\32\ "3 2\3
1/ 1\" 1/1\" 1 17/ 1\" 1/1\" 3
w=w(3(-3) ~3(z) +1)re(1(s) —2(5) +1) e

1 1
Puisque -3 et 3 appartiennent a |—1,1[, on en déduit que

n

1 3
lim b, = lim ¢, =0, lim d, = Zb() + —co + dy

“+ o0 n—-+4oo n—-+oo 4

. 3 1
lim a, =ag+ Zbo + ZCO,

n—-+oo

1
Siag=cy=dy=0cet bg=1alors lim an:%et lim dn:Z.

n—-+oo n—-+o0o

CORRECTION DU PROBLEME

I. Calcul matriciel
1. Un calcul direct nous donne P2 = I < PP = I donc P est inversible et son inverse est P~ = P.

2. En remarquant que (1 —a)? =1—2a+a? et (1 —a)® =1—3a+ 3a% — 3a3, un calcul direct nous donne

1 a a? a?
0 —a —2a*> -3a®

PD@) = 1y o @ 343
0 0 0 —a?
1 1-a 1-2a+a*> 1-3a+3a®-ad? 1 1-a (1-a)? (1-a)?

1 |10 @ 2a — 2a? 3a—6a?+3a®> | [0 a 2a(1-a) 3a(l—a)?|
PD(a)P 10 0 a? 3a? — 3a3 1o o0 a? 3a%(1 — a) M(a)

0 0 0 a? 0 0 0 a?

3. M(a)M(b) = PD(a)P~*PD(b)P~! = PD(a)D(b)P~! = PD(ab)P~! = M(ab)
car D(a)D(b) = D(ab) (produit direct de matrices diagonales).
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4. On procede de nouveau par récurrence en posant (Py,) : [M(a)]™® = M(a™).
Initialisation n = 0 : On a [M(a)]® = I et M(a’) = M(1) = I (par calcul direct) donc [M(a)]® = M(a®), ce qui
démontre (Py).
Heérédité : Supposons que (P,,) soit vraie et montrons (Pp41), i.e. supposons que [M(a)]" = M (a™) et montrons que
[M(a)]"* = M (a™™1). D’aprés la question 1.b), on a A = PTP~! donc on peut écrire

M@ = [M(a)]"M(a) = M(@)M(a) = M(a"a)=M(a"*)

(Pn) question 3
ce qui démontre (P,,11) et achéve la récurrence.

1—¢c=0 2¢(l1-=¢)=0
5. On commence par remarquer que M(c) =1 < ¢ (1—-¢)?2=0 3c(1 —c¢)? Sc=1
1-¢)3=0 3c2(1—¢)=0

1 1
On a donc M(a)M(b) =1 < M(ab) = M(1) ©ab=1< b= —. Ainsi M(a)M () = I donc M (a) est inversible et
a a

son inverse est [M(a)]™! = M(a™1).

On explicite M (0) = qui est une matrice triangulaire dont certains éléments diagonaux sont nuls donc

M (0) n’est pas inversible.

II. Etude d’une expérience aléatoire

On introduit ’événement P, « obtenir pile avec la k-iéme piéce lancée ». Les événements Pp, P», P3 sont mutuellement
indépendants.

1. D’apreés ’énoncé, a la premiére étape, on lance 3 piéces. Pour calculer les probabilités demandées, on explicite chacun
de ces événements

P(A;) = P(P1PyP3)=(1-p)®
P(Bl) = P(Plﬁgﬁg Uﬁlpgﬁg Uﬁlﬁgpg) = P(Plﬁgﬁg,) + P(Plpgﬁg) =+ P(ﬁlﬁgpg)
= p(1=p*+ 1 =pp(l —p)+ (1 -p)*p=3p(1 - p)*

P(C)) = P(P,PyP3UPPP;UP, P,P;) = P(P,P,P3) + P(PPoP3) + P(P, Py Ps)
= p*(1- )+p(1— p)p+ (1 —p)p* = 3p*(1 —p)

(
P(D1) = P(PiRPs) =

2. Ceci est résumé dans le tableau suivant :

Pa,(Any1) =1 Pp (Apy1)=1-p Po,(App1) =01 -p)*> Pp,(Ani1)=(1-p)?
P, (Bnt1) =0 Pp,(Bnt1) =p P, (Bny1) =2p(1 —=p)  Pp, (Bny1) = 3p(1 —p)*
P4, (Cpy1) =0 Pp,(Cnt1)=0 Po,, (Cry1) = p? Pp, (Dny1) = 3p*(1 — p)
Pa,(Dpt1) =0 Pp (Dyy1) =0 Pc,(Dnt1) =0 Pp,(Dny1) =p°

Justification des calculs de probabilités conditionnelles :
On commence par remarquer que l’on ne peut obtenir strictement plus de piles a l’étape (n+ 1) que de piles obtenus a
Uétape n puisque 'on ne relance & Uétape (n + 1) que les piéces ayant fourni pile & l’étape n. On a donc

PAn (BnJrl) = PAn (CnJrl) = PATL (Dn+1) - PBn (CnJrl) = PBn (Dn+1) - PCn (Dn+1) =0

Py, (Api1) : L'événement A, est réalisé et on souhaite la réalisation de 'événement A,y1, i.e. on a obtenu 0 pile &
Détape n et on souhaite obtenir 0 pile & U'étape (n+ 1). Etant donné que l'on a obtenu 0 pile, on ne peut relancer des
piéces o l'étape n + 1 donc on est certain de navoir aucun pile donc Pa, (Apt1) = 1.

Pp, (Ant1) : L’événement B, est réalisé et on souhaite la réalisation de 'événement Apy1, i.e. on a obtenu 1 pile a
létape n et on souhaite obtenir 0 pile & U’étape (n + 1). Etant donné que l'on a obtenu 1 pile, on relance une seule
piéce a l’étape n+ 1 donc Pg, (Api1) = P(P))=1—p

Pp, (Bnt1) : L’événement B, est réalisé et on souhaite la réalisation de ’événement Bpi1, i.e. on a obtenu 1 pile
a Uétape n et on souhaite obtenir 1 pile a l’étape (n + 1). Etant donné que 'on a obtenu 1 pile, on relance une seule
piéce & l'étape n+ 1 donc Pp, (Bnpi1) = P(Py) =

Pe, (Apy1) @ L'évéenement C,, est réalisé et on souhaite la réalisation de l'événement A,y1, i.e. on a obtenu 2 piles a
létape n et on souhaite obtenir 0 pile a 'étape (n + 1). Etant donné que l'on a obtenu 2 piles, on relance deuzx piéces
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4.

a Uétape n+ 1 done Po, (Apy1) = P(P1P) = (1 — p)?

Pc, (Bpy1) : L'évéenement C,, est réalisé et on souhaite la réalisation de l’événement By,y1, i.e. on a obtenu 2 piles
Détape n et on souhaite obtenir 1 pile o l'étape (n+ 1). Etant donné que l'on a obtenu 2 piles, on relance deux piéces
a Uétape n+ 1 donc Po, (Bny1) = P(PyP, U PiP) = p(1 —p) + (1 —p)p = 2p(1 — p)

Pc, (Cpi1) : L'événement C,, est réalisé et on souhaite la réalisation de I’événement Cpy1, i.e. on a obtenu 2 piles a
létape n et on souhaite obtenir 2 piles & l’étape (n+ 1). Etant donné que l'on a obtenu 2 piles, on relance deux piéces
a Uétape n+ 1 done Pg, (Cpy1) = P(PLP) = p?

Pp, (Any1) - L'événement D, est réalisé et on souhaite la réalisation de ’événement A, 41, i.e. on a obtenu 3 piles &
létape n et on souhaite obtenir 0 pile o Uétape (n + 1). Etant donné que l'on a obtenu 3 piles, on relance trois piéces
a Uétape n+ 1 donc Pp, (Apy1) = P(PLPPs) = (1 —p)3

Pp, (Bpy1) : L’événement D, est réalisé et on souhaite la réalisation de ’événement Byy1, i.e. on a obtenu 3 piles
létape n et on souhaite obtenir 1 pile a étape (n+1). Etant donné que l'on a obtenu 3 piles, on relance trois piéces a
Uétape n+1 donc Pp, (Bpy1) = P(PiPaP3U P PaP3U PPy P3) = p(1 —p)? + (1 —p)p(1 —p) + (1 —p)?p = 3p(1 — p)*
Pp, (Cpy1) : L'événement D, est réalisé et on souhaite la réalisation de l’événement Cp41, i.e. on a obtenu 8 piles
létape n et on souhaite obtenir 2 piles a l'étape (n+ 1). Etant donné que l'on a obtenu 3 piles, on relance trois piéces
a Uétape n+ 1 donc Pp, (Cny1) = P(PLP2P3 U PLP,Ps U PLP,Ps) = p?(1—p) + p(1 — p)p + (1 — p)p* = 3p*(1 — p)
Pp, (Dpt1) : L'événement D, est réalisé et on souhaite la réalisation de l’événement D, 41, i.e. on a obtenu & piles a
létape n et on souhaite obtenir 3 piles a U'étape (n+ 1). Etant donné que l'on a obtenu 3 piles, on relance trois piéces
a Uétape n+ 1 donc Pp, (Dpy1) = P(PLPyPs) =

. Le nombre de piles a I’étape (n+ 1) dépend prioritairement du nombre de piéces lancers a cette étape donc du nombre

de piles obtenus a l'étape n, i.e. des événements A,, B, C,, D,. La famille (4,, B,,C,, D,,) est un systéme complet
d’événements et la formule des probabilités totales nous donne

P(Any1) = PANAu)+P(ByNAp1)+P(CrNApir) + P(DyNAy) =
= P(An)Pa,(Ant1) + P(Bn)Pp, (Any1) + P(Cn)Pe, (Ant1) + P(Dy) Pp,, (Any1)
= P(Aq) + (1= p)P(By) + (1 - p)*P(Cy) + (1 — p)* P(Dy)
P(Bnt1) = P(AyNBug1)+ P(BpN Bpyt)+ P(Cp N Buyt) + P(Dyy N Byyy)
=0
P(Bn)PBn (Bn-H) + P(O ) ( 71+1) ( )PDn (Bn-H)
= pP(Bn)+2p(1 = p)P(Cy) + 3p(1 — p)*P(Dy)

P(Cpy1) = PA,NChi1) +P(B,NChry1)+ P(CoNCry1)+ P(DyNCrit)
=0 =0
= P(On)PCn (Cny1) + P(Dn)PDn(Cn+1) = pQP(Cn) + 3p2(1 —p)P(Dy)
P(D,11) = P(A,NDyi1)+ P(B,NDyi1)+ P(C,NDyyy)+ P(Dyy N Dyyq)
=0 =0 =0

= P(D,)Pp,(Dpt1) = pSP(Dn)

(a) Il est immédiat que Up+1 = M (p)Up.

(b) on procéde par récurrence en posant (P,) : U, = [M(p)]"Up.
Initialisation n = 0 : On a [M(p)]°Uy = IUy = Uy, ce qui démontre (Pp).
Héreédité : Supposons que (P,,) soit vraie et montrons (P,+1), i.e. supposons que U,, = [M(p)]"Up et montrons
que Up41 = [M(p)]" "' Vo.

Unt1 = M(p)Un ) M (p)[M(p)]"Uo = [M(p)]"*' U

ce qui démontre (P,11) et achéve la récurrence.
(¢) On a U, = [M(p)]"Uy = M (p™)Uy ce qui nous donne

P(Ay) 1 1-p" (1-p")? (1—p)? 0 (1—p")
P(By) | _ [0 pr 2p"(L—p") 3p"(1—p")* | (O _ | 3p"(1—p")?
P(Cn) 0 0 pQrL 3p2rb( pn) 0 3p ( pn)
P(Dy,) 0 0 0 p*" 1 p3n

= P(A,)=01-p") PB,)=3p"(1-p")? P, =3p"(1—p") P(D,)=p"
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