PHEC1 Correction ds n°2 2005-2006

correction de I’exercice 1

1
Il s’agit d’une suite récurrente d’ordre 2, linéaire et a coefficients constants. Son équation caractéristique est 22 = x—é—
1
dont les racines sont z = -3 et x = 3 Par conséquent, il existe deux réels «, 3 tels que
1 n 1 n
Vn € N, znza<—3> +B<2) .
Détermination des constantes « et 3.
0 0 5 3 6
1 1 o - _ —2, _2
oé<_3> +B<2> - a+f =z g0 =2 bue b2l ¥ A
=4 =4
0" 1\ —sat == §5zz +32z1 Lo+ L+ 3L Bzgz +§Z
o -3 +5 5) == 3 2 5 0 1 2 1 2 A0t A
3 6 1\" 2 6 1\"
La suite z s’écrit donc : Vn € N, z, = (52'0 — 5z1> (—3> + (5,20 + 521) <2> .
correction de 1’exercice 2
Monotonie de la suite u :
n n—1
Yntt =l = Z4k+1 (4k + 3) -2 (4k + 1)(4k + 3)
k=0 k=0
B 9 . n—1 9 n—1 9 B 9 -
B (dn+1)(4n + 3) — (4k + 1)(4k + 3) — (4k +1)(4k +3)  (4n+1)(4n +3)
donc la suite u est croissante.
Monotonie de la suite v
n 1 n 1 . 1 1
Upal — Up = Up, ——— | = (Uup+ ——— ) =uUpsr1 — Uy —
+ T A n+1) -1 dn —1 i dn+3 4n-—1
B 2 N 1 1 2n—-1)+@An+1)4n—1) - (4n+1)(4n + 3)
 (Wn+1D(An+3) 4n+3 4dn—1 (4n+1)(4n +3)(4n —1)

_ —8n—6 0
T @ntD)@n£3)@dn—1)

donc la suite v est décroissante.

1
— 0 donc les suites u et v sont bien adjacentes, ce qui impliquent
In —1 n—+oo

Pour finir, il est immédiat que v, — u, =

qu’elles convergent vers la méme limite L.

correction de l’exercice 3
1. (a) On procede par récurrence en posant (Py,) : u, = 0
Initialisation n = 0 : up > 0 d’aprés ’énoncé donc (Py) est vraie.
Heérédité : Supposons (P,,) vraie et montrons (P,y1), c’est-a-dire supposons que u, > 0 et montrons que
Un4+1 = 0. La relation de récurrence nous donne

>0 >0
2 5
2(up)” + 2u, +1
Unt1 = ——g =7 =0
N
>0

donc (Pp41) est vraie, ce qui achéve la récurrence.

(b) La premiére minoration représentant une relation (ici une inégalité) entre deux termes successifs de la suite u, la
preuve s’établit directement et non par récurrence. Pour cela, nous allons étudier le signe de la différence

1
2(up)? + 2u, +1 — (un + 2) (2u, + 1)

+1 2(un)? + 2up, + 1 L1
Up, — | up — = Up — —(u, 1 _
+1 2 +1 2u, +1 9 2w, + 1
1
2(un)2 +2u, +1— (2(un)2 + uy, + Uy + 2> } )
N = 2 >0= > z
2u, +1 2u, +17 Untl 2 Un + 5
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La seconde minoration est une minoration entre le terme générale de la suite et une autre suite, on essait une
récurrence (qui va convenir ici)

On pose (Py,) : un = up + g
0 0
Initialisation n =0 : ug + 3 = ug d’ou I'inégalité ug > ug + 3 donc (Py) est vraie.

n
Heérédité : Supposons (P,) vraie et montrons (P,11), ¢’est-a-dire supposons que w, > ug + 5 et montrons que

n+1

Upt1 2 U + 5

+ = =wug+

) 1 n+1
2 2

n
n2 = Un+1 = (UO + 5

donc (P,,+1) est vraie, ce qui achéve la récurrence.

n—-+4oo

n n
(¢) Puisque liIJIrl (uo + 5) =400 et que Vn € N, wu, > ug + 5 onen déduit que lim wu, = 4oo.
n—-1+0oo

2. (a) On procéde par récurrence en posant (Py,) : u, < —1
Initialisation n =0 : up < —10 d’aprés I’énoncé donc (Py) est vraie.
Heérédité : Supposons (P,) vraie et montrons (P,11), ¢’est-a-dire supposons que w, < —1 et montrons que
Unt+1 < —1. Pour cela, nous allons étudier le signe de u,+1 — (—1) = un41 + 1 (les encadrements directs de u,, ne
fournissant rien, je laisse au lecteur le soin de le vérifier)

>0
2 2 2 2
g1 +1 = 2(un)?® + 2u, + 1 1= 2(un)? + 4u, + 2 _ 2((un)? + 2u, + 1) _ 2(u, +1) <0
2u, +1 2u, +1 2u, +1 2u, +1
——

<2(—1)+1=-1<0

donc up,41 < —1, ce qui montre que (P,11) est vraie et cela achéve la récurrence.
(b) Monotonie de u

<—141=0
—
2(up)? + 2u, + 1 2(un)? + 2up + 1 — up (2u, + 1) U, + 1 0
Unp — Un = — Un = = =
+ 2u, + 1 2u, + 1 2u, + 1
N——

<2(—1)+1=—1<0

donc la suite u est croissante et elle est majorée par —1 donc elle converge vers une limite L qui vérifie L < —1.

: 20% 4 2z + 1 . . . .
(¢) La fonction z — ol est continue sur | — oo, —1] (comme le quotient de deux fonctions continues sur cet
x

intervalle et dont le dénominateur ne s’annule pas sur cet intervalle) et, en passant a la limite dans la relation de
2(up)? + 2u, + 1

récurrence Un41 = e 1 , on obtient
u’IL
212 +2L+1
L:%@L(2L+l):2L2+2L+1@0:L+1@L:71

Par conséquent, la suite v converge vers —1.
correction de I’exercicg 4
1. (a) Calcul de f (28)
27
2

3
f<3>_”2+3_[3+4(3_3)]_ S3_ 2 3.3 3
22x%+62922 9 2 2x9 2 2 2

La fonction f est dérivable sur Ry (comme addition et quotient de fonctions dérivables sur Ry dont le dénominateur
ne s’annule pas sur Ry ). Sa dérivée est donnée par

, T2z +6)—(Tz+3)2 4 36 4 9 4 9?2 —4(x+3)?
G (22 + 6)2 T9 4@ +3)?2 9 (@432 9 9(2x+6)
o 9=2(+3)](9+2(x+3)]  [3—2x](15+ 2]
B 9(2z + 6)  9(x+3)2

www.mathematiques.fr.st 2 abdellah bechata


file:www.mathematiques.fr.st

PHEC1 Correction ds n°2 2005-2006

Le tableau des variations de f sur R, est donné par

x 0 3/2 +0o0
3 — 2z + 0 —
15 4 2z + +
@ | =+ -
0
f(z) / N\

Tx+3 3 4 3
ce qui implique que la fonction f est négative sur Ry donc Vo >0, f(z) <0< 21: i 5 < 3 + 9 <$ — 2)
x

3
2. (a) On procede par récurrence en posant (P,,) : 0 < u, < 7

3
Initialisation n =0 : u € [0, 2} d’apres I’énoncé donc (Py) est vraie.

oW

Heérédité : Supposons (P,,) vraie et montrons (P,11), ¢’est-a-dire supposons que 0 < u,, < — et montrons que

3

0 < Un+1 < 5
Tun, + 3
2Uu, + 6

3 . .
n+1 = & 3 n
u I’encadrement "a la main" de u,, ne donnant rien
T

Pour commencer u,; = est positif (quotient de 2 positifs), ensuite, on va étudier le signe de la différence

<2(3/2)—3=0
—

Tup +3 —3(up +3)  4u, —6  2( 2u, —3 )
2, + 6 C Qu,+6 2u,—+6
N—_——

>0

3 Tu,+3

Unt1 = 2 - 2U, + 6

3
— <
2 <0

N W

3 . .
donc up41 < 3 et 'on a bien montré que 0 < u,41 < =, ce qui démontre (P,+1) et achéve la récurrence.

(b) On se lance dans un calcul direct

CTun+3 Tup 3 —un(2un +6)  —2up +u, +3
S 2u,+6 " 2u,, + 6  2u,+6 = Unt1 = Un =
(un +1) (3 = 2uy,) = —2u2 +u, + 3

(un + 1) (3 —2uy,)
2u, + 6

unJrl — Up

3
(¢) La question précédente 2.b) montre que la suite u est croissante (car 3 — 2u, > 0) et elle est majorée par 3

(question 2.a)) donc elle converge et sa limite L vérifie 0 < L < 5

3 7 3
La fonction x +— 22 6 est continue sur {O, 2] et en passant a la limite dans I’égalité u, 11 = 25: 1 5 on obtient
7L +3 9 3
L= S LR2L+6)=7L+3<2L*—-L-3=0&L=-1 L=-
oLy T LELHO =L i35
. . 3 P , . 3
Puisque 'on sait que 0 < L < ok on en déduit que nécessairement L = 5
X , 3
3. (a) On procede par récurrence en posant (P,,) : u, > 3

Initialisation n =0 : ug > 5 d’apres 1’énoncé donc (Py) est vraie.
. . . 3
Heérédité : Supposons (P,) vraie et montrons (P,y1), c'est-a-dire supposons que u, > 3 et montrons que
Un+1 = 5 ;
On va étudier le signe de la différence wu, 41 — 3 (Pencadrement "a la main" de u,, ne donnant rien)

>2(3/2)—3=0

—
W 3 _Tun+3 3 Tun+3-3(uy+3)  du,—6 _2( 2u,-3 )
LT T ou, 16 2 2u,, + 6 T 2u,+6  2u,+6
——
>0
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3 .
donc up4q > 7 ce qui démontre (P,,+1) et achéve la récurrence.

(b) La minoration représentant une relation (ici une inégalité) entre deux termes successifs de la suite u, la preuve
s’établit directement et non par récurrence.

Tc+3 3 4
D’apres la question 1.b), on a Va > 0 z 1 5 < 3 <w — 2) . Soit n un entier, en remplagant x par w,, dans
R . . 3

cette inégalité, ce qui est possible car u, > 3 > 0, on obtient

7un +3 3 4 3 3 4 3

v € Na a n - a5 = Up < o a n - a5
K Yt 16 +9(“ 2> 1 2+9<“ 2)
——
=Un+1

(¢) Pour commencer, d’aprés la question 3.a), on sait que Vn € N,

3 A\" 3
<S4+ (= - 2.
YneN, wu, 2+<9> (Uo 2)

3 4\" 3
Pour cela, on procéde par récurrence en posant (Pp,) : u, < B + () (uo — )

< u, donc il ne reste qu’a prouver que

N w

9 2

Initialisatio 0 = - - = = = — = don + 1
nitiali 0on = : + = + — = < - — - =1, i
S n Uug Ug up donc ugp (') ce qu

montre que (Py) est vraie.

3 4\" 3
Heérédité : Supposons (P,,) vraie et montrons (P,41), ¢’est-a-dire supposons que u, < 3 + (> <u0 — ) et

9 2
. <3+ 4 n+1 3
montron n N~ — - = .
(0) ons que Up+1 9 9 UuQ B

<3—|-4 3 tion 3.b
U/n+1\§ 9 un—§ (question 3.b) o <§+4 §+ én . _§ _§
3 4 3 N9 T g (2 9 ) 2

3 4[/4\" 3 3 /4\"! 3
<:>Un+1<§+§ 9 U0~ 5 ®Un+1<§+ 9 U g

ce qui démontre (P,+1) et acheve la récurrence.

3 [4\" 3 3 4
(d) Puisque hm §+ <9> (uo - 2> =3 (car g € ]-1,1[), l'inégalité obtenue a la question précédente 3.c) permet
3

d’appliquer le théoréme d’encadrement, ce qui montre que lir}rl Uy = 3
n—-1+0oo

correction de I’exercice 5 1
1. La fonction g :  — 2® — 3z + 1 est continue sur |0, 3 (c’est un polynome), dérivable sur cet intervalle (c’est un

1
polynome) et sa dérivée vaut ¢’'(x) = 322 — 3 = 3(22 — 1) qui est strictement négative sur |0, 3 Par conséquent, la
1 1 1

fonction g est strictement décroissante et continue sur [0, 2} donc elle réalise une bijection de [0, 2} sur f ([O, 2}) =

3
=

8

3 1
Puisque 0 € [_8’ 1} , Péquation g(x) = 0 admet une et une seule solution sur [O, 2} (existence et unicité de 'antécédent
1

de 0 par g dans l'intervalle [0, 2} ).
2%+ 6z +1

2. - ¥ et 4br+1l=92<23-3x+1=0

Par conséquent, les solutions de I’équation f(z) = z sont exactement les solutions de 'équation g(x) = 0. Comme cette

1
derniére équation admet comme unique solution « sur 'intervalle [0, 2} , on en déduit que « est I'unique solution de

1
léquation f(x) = x dans Pintervalle [0, 2] .

www.mathematiques.fr.st 4 abdellah bechata


file:www.mathematiques.fr.st

PHEC1 Correction ds n°2 2005-2006

S+6r+1 3-_3r+1
3. On consideére la fonction h: z +— f(z) —z = radral =2 vl g(z)
o : - 1 . 9(0) _ 1
La fonction g étant strictement décroissante sur |0, 3 (question 1) donc sur [0,a]. Comme h(0) = 5 =9 et
ha) = 9(e) = 0 (car « solution de I’équation g(z) = 0), on en déduit que la fonction h est positive sur [0, o],

c'est-a-dire que Vz € [0,a], f(z) > z.

4. On pose (P) : 0 < up < o
Initialisation n =0 : up = 0 et o > 0 donc 0 < ug < @, ce qui montre que (Py) est vraie.
Heéreédité : Supposons (P,) vraie et montrons (Pn+1)7 c’est-a-dire supposons que 0 < u,, < «a et montrons que
0 g Un41 < «

1 n)> + 6u, + 1 346 1 1
Ogunga:»gg(u) +9u'+ §a+9a+ = (aestsolutiondef(x):z)éOg6gunﬂga
[ —
=Un+1

ce qui démontre (P,4+1) et achéve la récurrence.
5. Puisque 'on a Vz € [0,a], f(z) > z, en choisissant x = wu,, (ce qui est licite car u,, € [0, @]), on obtient f(u,) > u, <
—
=Un+t1

Un+1 P U, -

6. La suite u est majorée par « (question 4) et croissante (question 5) donc elle converge et sa limite L vérifie 0 < L < a.
Calcul de la limite : Puisque la fonction f est continue sur [0, a], en passant & limite dans I'égalité u,+1 = f(un), on

a L = f(L). Donc L est solution de ’équation f(z) = z. Comme 0 < L < a < 3 la limite L est une solution sur

1
Iintervalle [O } de I'équation f(z) = x. La question 2 montre que la seule solution de cette équation sur cet intervalle

est o donc L = « et la suite u converge vers .

Correction du probléme

1. (a)
n+11
Uptl — Uy = [(Zp) In(n + 1)

p=1

{53253+ e

1
= 1 —In(n+1)+1In(n) <0 (d’apreés 'encadrement (E))
n

(£

donc la suite u est décroissante.
n

(b) On pose (Py) :In(n+1) < Z% < 1+ 1n(n).

p=1
1 1
T 1 1 . 1 .
Initialisation n =1: In1 = 0, f:I:L 1+1n1:1donconab1enlnlnggl—l—lnl, ce qui
p p
=1 p=1
montre que (Py) est vraie.
n
1
Hérédité : Supposons (P,,) vraie et montrons (Py41), c’est-a-dire supposons que In(n + 1) < Z - < 1+In(n)
p
p=1
n+1 n+1 n 1
et montrons que In(n + 2) < 1+ 1In(n+ 1). En remarquant que - ,on a
q 2:: )- quant q ; ; ]

n

In(n+1) <Y Lismm (P
p=1 pl

1 2) —1 1) <
n(n+2) = In(n+1) < ——

<ln(n+1)—Inn (E)

n

= Inn+1)+In(n+2)—In(n+1) <l4+In(n)+In(n+1)—1Inn

D=

1

p
n+1

< In(n+2) Z <1l4+In(n+1)
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ce qui démontre (P,11) et achéve la récurrence.

(¢) La question 1.b) montre que

YneN, Inn+1)—lnn <u,<1=0<u, <1
—_——
>0

(d) La suite u est décroissante (question 1.a) et minorée par 0 (question 1.c) donc elle converge (et sa limite est
comprise en 0 et 1).

2. (a) On étudie le signe de v, 1 — v,
2(n+1) 1 2n 2n+2
R SHEED DD S o

p:(n+1)+1p p= n+1 p= n+2 p= n+1

Les indices communs aux deux sommes est constitué des indices compris entre n+ 2 ete 2n. En utilisant la relation
de Chasles correspondant & ces indices communs, on a

2n 2n+2 2n
1 1 1 1 1 1 1
Untl — Up = (Z :;‘*‘ Z p>_<n+1+ Z p>_2n+1+2n+2_n+1

p=n-+2 p=2n+1 p=n-+2

1 1 1 1 1 2n+1)— (2n+1) 1

_ - - >0
1 2ntD) ntl 2+l 2miD) 2miD@nt1) 2wt DEntl)

donc la suite v est croissante.

1
(b) Pour tout p€ [n+1,2n],onan+1<p<2ns — < - <

donc en sommant sur [n + 1,2n], on obtient
2n T p n+1 [+ ]

2n 1 2n 1
=), o< )
p=n-+1 p p=n+1 n+ 1
2n
(c) Le terme général de la somme Z 1 étant indépendant de I'indice de sommation p, on a simplement
p=n-+1 n+
2n
1 1 n
= 2 — 1 1 = - < 1 = n g 1
Z n+1 n—f—l(n (n+1)+1) n+1 Y

p=n+1

(d) La suite v est croissante et majorée par 1 donc elle converge et sa limite est inférieure ou égale a 1.

2n n n 2n n

Z 1 Z 1 Z 1 Z 1 Z 1

p=1 p p=1 p p=1 p p=n+1 p p=1 p

2n 2n 2n
1 1 1 1
= E f—i—ln(Qn)— E p+ln<2): E 5—1n2:vn—1n2
p=n-+1 p=n-+1 p=n-+1
Puisque lim wg, = lim w,, on ne déduit que lim (ug, —u,) =0donc lim (v, —In2)=0< lim v, =
n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o n—-+00

In 2.

Remarque : cette limite est bien comprise entre 0 et 1, ce qui est compatible avec la question 2.d).

3. (a) On procede par récurrence en posant (P,): 0 < w, < 1.
Initialisation n =0 : wy = 1 donc 0 < wo < 1 et (Py) est vraie.
Hérédité : Supposons (’Pn) vraie et montrons (P,11), ¢’est-a-dire supposons que 0 < w, < 1 et montrons que
0 < Wn+1 g 1.

Pour commencer, w,, > 0 et w% +w, +12>1>0 donc wy41 aussi (comme quotient de deux positifs). Ensuite,
> w
=

. . w
puisque l'on a évidemment w2 + w,, +1 > w, > 0, le quotient 2771 = wp41 est inférieur a 1 ("le plus
w2z +wy, + 1

petit divisé par le plus grand"), ce qui démontre (P,41) et achéve la récurrence.
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<0
2
W, 1 —w, — Wy,
b) wpt1 —wWp=—————wp, =Wy, | ———1| = w,, —2——— <0
() n+ n w%+wn+1 n n w%+wn+1 \;n./wi_’_wn_’_l\
>0 ——

>0
donc la suite w est décroissante. En outre, elle est minorée par 0 donc elle converge et sa limite L est comprise
entre 0 et 1.

Calcul de la limite : Puisque la fonction z — ﬁ est continue sur [0, 1], en passant a la limite dans ’égalité
w, . 2+
Wpt1 = m, on obtient
L
L:m@L(L2+L+1):L@L3+L2+L:L@L3+L2:0@L2(L+1):0®L€{0,—1}

Puisque L € [0, 1], on en déduit que L = 0 et la suite u converge vers 0.

1 2 n+ 1 1
4o () —— =TT 1
'wnJrl W, W,

1
(b) On pose (P,): — =>n+1.

n

1
=1let0+4+1=1donc — >0+ 1, ce qui montre que (Py) est vraie.
wWo

Initialisation n =0: — =
Wo

==

. . 1
raie et montrons (P,+1), c’'est-a-dire supposons que — > n + 1 et montrons que
n

Hérédité : Supposons (Py,)

<

1
— >n-+2.0na
W,
1
72714’1 (P’n) 1 1 1
Wn 1 = >n+l+l+—=n+2+ — >n+4+2< >n+2
— 1 - Wn41 Wn, Wn, Wn+41
Wn+1 Wt +wn ~~

>0
ce qui démontre (P,+1) et acheve la récurrence.

1 no1
—<n+1+ > -
Wn, k=1

(¢) On pose (P,) :

1 11
=1+1+1=3donc — < 1+1+ > T
k=1

w1

x| =

e 1 1 -
Initialisationn=1: — =wy+1+—=1+14+1=3 et 1+1+Z
w1 wo el

ce qui montre que (P1) est vraie.

1 no1
Hérédité : Supposons (P,,) vraie et montrons (P,1), c’est-a-dire supposons que — < n+1+ > P et montrons
w

n k=1
que
n+1 1 n+11
< 1 1 - & < 2 -
= (n+1)+ +Zk o St +Zk
k=1 k=1
On a
1 no1
7<n+1+2% (Pn) 1 " q "1
Wno =P = Swp+l+n+l1+> —=wp+n+2+> —
_ T Wn+1 k k
=w, +1+ k=1 k=1
Wn41 W,
1
D’apres la question 4.b),ona — >2n+1& — < donc
Wy, W, N
n n+1
1 1 1 1
< +tn+2+ > —=n+2+) —
Wpt1 n+1 kzz:lk ;k

ce qui démontre (P, +1) et achéve la récurrence.

(d) On a

n

1
Z — < 1+1In(n) (question 1.b)

1
?:1]9 ) = —<n+l+14+4hnhn=n+2+1Inn
n Wy,
— <n+1+ > — (question 4.c)
Wn, k::lk
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(e) On a
1 : 1
— >2n+1 (question 4.b) Wy < 1 1
o - I QN S
— <n+2+1Inn (question 4.d) Wy 22— nt2+hn et
W, n+2+Inn

(f) En multipliant par n P'encadrement de la question 4.e), on obtient

n < < n
T TE—— nw
n+2+nn =" T n+1

Calculons maintenant les limites des membres de gauche et de droite de cet encadrement

n n 1 1
2+Inn - 2 Inn\ 2 Inn najooi:1
mt n(1+=> 1+-—=
n n n n
n n 1 1
1 - n a1 !
n —+ n<1+) 1+7n
n n

L’application du théoréme d’encadrement nous donne lim nw, = 1.
n—-+o0o
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