PHEC1 Correction devoir n°1 2005-2006

correction de ’exercice 1
1. La fonction f est dérivable sur R (c’est un polynome) et Vo € R,  f’(z) = 3z2+5 > 0 donc la fonction f est strictement
croissante sur R.
2. Pour commencer, on a : 3+ 5z —1 =0« f(z) = 0.
La fonction f est continue (c’est un polynome) et strictement croissante sur R donc elle réalise une bijection de R
sur f(R) = R (puisque zgrfoof(x) = +o0 et xErPoo flz) = xEIEloo 23 = —00). Comme 0 € R (autrement dit f(R)),

léquation f(x) = 0 admet une et une seule solution sur R (existence et unicité de I’antécédent sur R de 0 par f).
Par conséquent, I'équation x> + 52 — 1 = 0 admet une unique solution sur R.
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3. On compare les images f(0), f(«) et f (2> .On a:

1 13
f(0)=-1, f(a) =0, (« est solution de I’équation f(x) =0), f <2> =3
1
De fagon évidente, on a : f(0) < f(a) < f <2) et puisque f est bijective et strictement croissante sur R, on en déduit
1
que 0 < a < 3

correctd?n de I’exercice 2
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2. On commence par remarquer que (z,y) € U = } 33

[ —]
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x]0, 1] si et seulement si 3<r<3 et 0 <y <1
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Par conséquent, la fonction f admet un unique point critique sur 'ouvert U qui est ( g 2)

3. Puisque 'on est sur un ouvert, on peut appliquer la régle du "rt — s2"
1 1 1 1 1
> s 5,7 =2x-—-—1=0 ¢ > :2><§:§ (rt — s%) §,f =2x *022?
872 8 2 2 872 8 4 82 2
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Par conséquent, puisque (rt — s%) 33 > 0 et quer 33 > 0, on en déduit que le point est un minimum
de f sur U et que
51 5\ 5 5/1\> 5 1 25
z)=(2) -2+2(5) —2xs=-2
8" 2 8 8 8\2 8 2 64
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1. (a) Calculonslalimite lim f(z). Puisque hrn — = 400, on en déduit que lim —— = —oodonc lim exp () =0
z—0t —0t T z—0t T z—0t T

(car Xlim eX =0) et comme lim z = 0, il est immédiat que hm f(z) = 0= f(0) donc la fonction f est continue
—— z—0t

en 0.

(b) On étudie pour cela le taux d’accroissement en 0

1
_ T exp <> -0
Yz > 0, f(xx) — £(0> - _gg = exp (

ce qui entraine que la fonction f est dérivable en 0 et que f/(0) = 0.
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2. (a) La fonction x — —— est dérivable sur ]0,+oco[ donc la fonction z — exp (—) lest également. En outre, la
x x

1
fonction = — x est dérivable sur |0, +o00[, ce qui entraine que la fonction f : z — xexp <—> est dérivable sur
x

10, +o0l.

o0, 760 e (L) e (- () o (1) = (L) oo (1) = (1) [1+ ]

11 est alors immédiat que f’(z) > 0 lorsque & > 0 (produit et somme de nombres strictement positifs)

1 1 1
(b) Puisque lim (—) =0, on en déduit que lim exp (—) =1ldonc lim f(z)= lim zexp (—) = +00.
r——+00 xT r—~+00 xT T—~+00 r——+00 €T
correction de l’exercice 4
1. (a) La fonction z — T est dérivable sur R comme quotient de deux fonctions dérivables sur R dont le dénom-
e

inateur ne s’annule pas sur R (somme de deux réels strictement positifs), ce qui entraine que la fonction g est
dérivable sur R comme différence de deux fonctions dérivables sur R et 1'on a :
11+¢€%) — (1 +x)e* Cl4e—e"—xe”  (1+e")?  1—xe’ — (142" + %)

9@ = (1+ev)? T A e T Grers (1+ev)?

—ze® — 2T — 27 er
= = — 2 z
EIE e (x+2+¢€")

(b) On suit le conseil de ’énoncé

1+ 1+z—z(l4+e") 1—ze”
g(.’II) = z T = T = T
1+e 1+e 1+e
: Puisque lim ze® = — lim e® = 0, le quotient ci-dessus tend vers 1 donc lim g(x) = 1, ce qui
r— —00 Tr— —00 LT——00

implique que la droite d’équation y = 1 est asymptote en —oo & C,.
: on factorise les termes dominants au numérateur et au dénominateur.

1 1 1
x
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1 1
—+1 il
(2) — (=) (2) + 1+ N 1+ $<x+> T x+1
r)—(— = x xr = — T xr = = —_
g g 1+e® 1+e*r e®(e®4+1) e e 41
Puisque Q:EIEOO e% = IEIEOO re ¥ = IEIJPOO e~ = 0 et que le quotient tend vers 1, on en déduit que IEIEOO [9(z) — (—2)] =
0. Autrement dit, la droite d’équation y = —z est asymptote en +o0 a C,.

2. L’équation (F) est équivalente a I’équation g(x) = 0 avec x dans Ry.
La fonction g est continue sur Ry (méme justification que la dérivabilité en remplacant le terme "dérivable" par
"continue"a et strictement décroissante sur R, (car ¢'(z) < 0 sur R4 d’aprés la question 1.a)) donc la fonction g réalise
une bijection de R sur g(Ry) =] — 00,1] (car g(0) =1 et xgrfwg(x) = —oo d’aprés la question 1.b)).

Puisque 0 €] — 00, 1], on en déduit que I’équation g(z) = 0 admet une et une seule solution sur R (existence et unicité
de Pantécédent de 0 par g sur Ry ).
3. On compare les images ¢(0), g(xo) et g(1). On a :

141 2
= -1=--1<0 > 2
1+e e (e )

g(0) =1, g(zo) =0, (x est solution de ’équation g(x) =0), ¢(1)

De fagon évidente, on a : g(1) < g(xo) < ¢g(0) et puisque g est bijective et strictement croissante sur R, on en déduit
que 0 < zg < 1.
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