PHEC1

Correction ds 6 2004-2005

correction de I’exercice 1

1. (a)

(b)

Le calcul ci-dessous montre f’ est posifive sur [0, 1] donc la fonction f est croissante sur [0, 1].

e’(z+10) —e®  e"(x+9)
(x+10)2 (v +10)%

flz) =

Un calcul direct nous donne

(e®(z+9)) (z+10)2 — (e*(z + 9))2(z + 10)  (e®(z +9))'(z + 10) — 2e*(z + 9)

1" _ =
fiw) = (z + 10)* (z + 10)3

(" H49) +e”)(x+10) — 2" (x +9) o (x4+94+1)(xz+10) —2(z+9)

B (z +10)3 N (z +10)3

o La®+ 18482

B (z +10)3
La fonction f” est donc positive sur [0, 1], ce qui implique que la fonction f’ est croissante sur [0, 1] donc

9 10
Vo e [0,1], £10) < fi@) < f/(1) & 0.09 = — < f'(z) < o < 0.225
100 121

On considére la fonction ¢ deéfinie par g(x) = f(z) — x. Cette fonction est dérivable sur [0,1] et, d’apres

Pencadrement de la question 1.b), on a
Vo e[0,1], ¢'(z)=f'(z)—1<0

ce qui implique que la fonction g est strictement décroissante sur [0, 1]. Par conséquent, la fonction g est continue
(car dérivable) sur [0, 1] et strictement décroissante sur [0, 1] donc elle réalise une bijection de [0, 1] sur g([0,1]) =

[9(1),9(0)]. Puisque

1
9(0) = f(0) —0= f(0) = 1 >0 et g(l):f(l)—l:%—1:—0.75i10_2 <0,
on en déduit que 0 € ¢([0,1]) donc équation g(x) = 0 & f(x) = 2 admet une et une seule solution sur [0, 1]
(existence et unicité de Pantécédent de 0 par g sur [0, 1])

o e (0,1, g(e)>9(1) & fl@) -z > f(1)—1=5 1

La fonction g est strictement décroissante sur [0, 1] donc sur [0, @], ce qui implique que

Vre[0,a], g(x)=2g(le)=0< f(z)—z>0

11 s’agit de montrer que 'intervalle [0, ] est stable par f. Puisque f est croissante sur [0, 1] donc sur [0, a], on en
déduit que

F0.0]) = [0 5@ = | 0] € e

Procédons maintenant par récurrence en posant (P,) : u, € [0, a].
Initialisation n =0 : ug =0 € [0, ] donc (Pp) est vraie.
Hérédité : Supposons que (P,,) soit vraie et montrons que (P,11) est vraie, c’est-a-dire supposons que u,, € [0, a]
et montrons que u,41 € [0, . Puisque u,, € [0,a], unt1 = f(un) € f([0,a]) C [0,a] donc u,41 € [0,a], ce qui
démontre (P,41) et achéve la récurrence.
D’aprés la question 1.d) Vo € [0,«], f(z) — 2 > 0 et d’apres la question 2.a) u, € [0, ], donc on peut poser
Z = Uy, ce qui montre que

f(un) —Up 208 Upp1 — Up S Upt1 2 Uy

Par conséquent, la suite (u,), .y est croissante.

La suite u est croissante et majorée par 1 donc elle converge. On note L la limite, cette limite appartient a [0, 1].
En passant a la limite dans I'égalité u,4+1 = f(uy,) (la fonction f étant continue sur [0, 1]), on obtient L = f(L).
La question 1.c) montre que cette équation n’admet que o pour solution sur [0,1] donc L = a.

La question 1.b) montre que Vz € [0,1], |f/(z)| < 0.025, ce qui permet d’appliquer I'inégalité des accroissements
finis (la fonction f étant C! sur [0, 1] comme quotient de fonctions C! sur [0, 1] dont le dénominateur ne s’annule
pas sur [0, 1]) donc

Va,y € [0,1], |f(z) — f(y)] < 0.225|z — y|

Puisque u,, € [0,1] (question 2.a)), o € [0,1] (question 1.c)), unpt1 = f(un) et que f(a) = o (par définition de
a),on en déduit que |up+1 — af < 0.225|uy, — af .
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(e) L’inégalité précédente montre, par une récurrence donnée en fin de question, que
VneN, |up, —al <(0.225)" |up — | = (0.225)" |0 — | = (0.225)"ax < (0.225)"
En suite, il suffit de choisir n tel que

—3In10

225)" < 1073 In(0.225) < —3In1 >
(0.225) 07° < nln(0.225) 3Inl0 & n L0925

~4.63+1072 < n>5

donc |us — a| < (0.225)° < 107°.

Preuve : On pose (Pp) : |up — a] < (0.225)" |ug —

Initialisation : (Py) est vraie car (0.225)" |ug — a| = |up — a| = |up — @

Héreédité : Supposons que (P,,) soit vraie et montrons (P,1), ¢’est-a-dire supposons que |u,, — a| < (0.225)" |ug — «
et montrons que |u,+1 — af < (0.225)" ! |ug — af .

D’apres la question 2.d), on a

[ty 1 — @] <0.225 u, — a| < 0.225(0.225)" jug — a| = (0.225)" " |ug — «
ce qui démontre (P,11) et achéve la récurrence.

correction de I’exercice 2
1. Un calcul direct nous donne

1—2a—2b+ 6ab a+b—3ab a+b—3ab
M(a)M(b) = a+b—3ab 1—2a—2b+ 6ab a+b—3ab = M(a+b— 3ab)
a+b—3ab a+b—3ab 1—2a— 2b+ 6ab

2. En remarquant que M (0) = I3, on cherche I'inverse éventuel de M (a) sous la forme M (b)
M(a)M((b) =13 < M(a+b—3ab) = M(0) < a+b—3ab=0<b(1l—-3a) =—a

a _ a
1—-3a¢ 3a-1

1
Lorsque 1 —3a # 0 < a # 3o en choisissant b = — ,on a bien M (a)M(b) = I3 donc M (a) est inversible

. a
et son inverse est M ( ) .

3a—1
il
3 3 3
1 1 1 1 1
Lorsque 1 —3a=0<<a = 3’ la matrice M (a) est égale a M <3> =13 3 31" Etudions l'inversibilité de cette
L
3 3 3
matrice
1 1 1
3 3 3 1 1 1
233 /100 3 3 3 1 0 0\ Pivot
- T = 01 0]« -1 1 0 L2 — L2 — L1
3 3 3 0 0 O
3 3 3

Cette derniére matrice est triangulaire supérieure et au moins un de ses coeflicients diagonaux est nul donc elle n’est

1
pas inversible, ce qui implique que la matrice M (3) n’est pas inversible.

1 _
Par conséquent, M (a) est inversible ssi a # 3 et dans ce cas, [M(a)] "' = M ( a )

3. En utilisant la question 1, on a
[M(ao)]2 = M(ap) & M(ag)M(ap) = M(ag) & M(2ap — 3a(2)) = M(ag) & 2ap — 3a(2) =ag
1
<~ a0—3a(2):0<:)a0(1—3a0):0@610 ou ag = g

1
Par conséquent, il existe un unique réel ag non nul tel [M(ag)]® = M(ag) qui est ag = 3
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4. (a) Pour commencer, on a

Ll 2 11
3 3 3 3 3 3
p=m()=|t L I & @Q=p-p=|-+ 2 -1
=M{3)= 3 3 3| & @=hb-P=["3 3
L T
3 3 3 3 3 3
ce qui implique que
ga—k} —la—i—l —loz-i-1
1-9 3 3 3 3 3 3 2 1
Tea o a a 1 1 2 1 11 1-2a=ca+3
M(a) = P+aQ <& a 1—2a a = —§a+§ §&+§ —§OZ+§ =2 1 1 3
a a 1—2a 1 1 1 1 9 1 a_—ga"‘rg
T3ty T3ty 30ty
2
o= —2a
& 31 31 Sa=1-3a< M(a) =P+ (1-3a)Q
_ga:_§+a

(b) Je laisse le lecteur vérifier que P? = P, QP =03, PQ =03 Q*=0Q

(¢) On procede par récurrence en posant (Pp) : [M(a)] = P+ (1 — 3a)"Q.
Initialisationn = 0: P+(1-3a)°Q = P+Q = I3 (car Q = I3—P) et [M(a)]° = I3 donc [M (a)]° = P+(1-3a)°Q,
ce qui implique la véracité de (Py).
Hérédité : Supposons que (P,,) soit vraie et montrons (P,,+1), ¢’est-a-dire supposons que [M (a)]" = P+(1-3a)"Q
et montrons que [M(a)]"Tt = P+ (1 — 3a)""Q. En utilisant les question 4.a) et 4.b) ainsi que I’hypotheése (P,,),
ona:

(M(a)]"™ = M(a)[M(a)]" = (P +(1-3a)Q)(P+ (1 -3a)"Q)
P?+(1-3a)"QP+ (1 -3a)PQ+ (1—3a)""'Q* =P+ (1-3a)""'Q

ce qui démontre (P,+1) et acheve la récurrence.

correction de ’exercice 3
1. (a) Existence et unicité de zy : La fonction fx est un polynéme donc c’est une fonction C! sur R et sa dérivée est
donnée par

fv@) =Nzt (N -1V 24 42241

Elle est clairement strictement positive sur R donc fxy est continue et strictement croissante sur R} donc elle
réalise une bijection de R sur fy(R%) =] — a,+o0[. Puisque 0 €] — a, +00], I'équation fx(x) = 0 admet une et
une seule solution sur R (existence et unicité de Pantécédent de 0 par fy sur RY)

zn €]0,1] lorsque N > a : On compare les images par fy.

fn(0)=—-a<0, fy(xzny)=0 (zn solutionde fy(z)=0), fv(l)=1+14+---+14+1—-a=N—-a>0
N fois

donc fn(0) < fn(zn) < fn(1) lorsque N > a et, la fonction fy étant bijective et strictement croissante sur
[0, +00], on en déduit que 0 < zy < 1.

(b) 11 suffit de développer l'expression donnée

(z—Dfn@) = (-1 @ +2V 1+ +2”+2—a)
= NN ot —ar— 2N 2N - 2~ 4
= 2" _wr—zt+a=2"""—(a+ 1z +a
2. (a) On commence par montrer que fy41(z) > fn(z) € fnyi(x) — fa(z) > 0 sur RY
Ve >0, fyp(z)—fy@) =a"t 4N g e —a—aV —2VN T 2 —rxta=2VT1 >0

Puisque zn > 0, on en déduit que fyi1(zn) > fn(zn). Or le réel xy est solution de I'équation fx(z) = 0
donc fy(zn) = 0 ce qui montre que fyii1(xzy) > 0. Puisque xy41 est solution de 'équation fyy1(x), on a
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fnt1(zng1) = 0 done fyi1(zn) > fvs1(zny1). La fonction fyiq étant strictement croissante et bijective sur
R7Y, I'inégalité précédente implique que xy > xn 41, C'est-a-dire que la suite (zx)n est strictement décroissante.

La suite (xx)n étant décroissante et minorée par 0, elle converge. Soit z* sa limite. On sait, d’apres la question
1.a), que pour N > a, xzy €]0, 1] et, en fixant un entier Ny > a, la monotonie de la suite (zy)x implique que

VN > Nog, 0<zny <N,

En passant & la limite, on obtient 0 < 2* < zn, < 1 donc z* € [0,1].

(b) Par premiére inégalité découle de la stricte monotonie de la suite (zx) et la seconde en résulte en élevant a la
puissance N (la fonction x +— z est croissante).

Puisque 4 > a, la question 1.a) montre que x4 € [0, 1] donc la suite géométrique ((z4)"),, converge vers 0, ce

N

qui permet d’appliquer le théoréme d’encadrement donc Nhr-Is} (xn)N =0
— 100

L’égalité (*) montre que

N+1 N
fven)=0e @)V — @+ ay+ta=0oay = a+ (zn) _ a+azn(@n)

a+1 a+1
*x0
et en faisant tendre NV vers 400, on obtient z* = at® - ¢
a+1 a+1
(¢) La relation (x) et légalité xy = % (1 4+ en) nous permet d’écrire
a
fN(xN) = 0@(95N)N+1—(a+1)xN+a=0<:)(xN)N+1:(a+1):rN—a
o \ Nt o \ Nt
<a+1> (tew)™ =a(l+en)—ae (a+1> (e = acy

puis en passant au logarithme, on obtient
a
(N+1) {ln (a—}—l) +1In(1 —|—5N)] =Ilna+lney = (N+1)en {ln (a n 1) +In(1+ EN)] =enln(a)+eyIn(en)

Pui i In(1 = 1 1 = 1 =1l Inz = li =
uisque ey — 0, N1—1>I—Ii-loo n(l+en) yim_ex n(a) =0 et Nhr_r: en In(en) limzlnz = limz = 0, on peut

xr—

passer a la limite dans I’égalité ci-dessus

a
li N+1 In({——]= li N+1 =
i (VD (55 ) 0w lim (V41 =0

car

#1doncln< >7é0

Ensulte, puisque In(1 4+ x) ~ 0Oetqueey —0,0na

x—0

(N+1) In(1+ey) Nt (N+1)ey = Nhril (N+1)In(1+ey) = yim (N+l)ey =0= lim (I4en)V Tt =¢"=1

——+00 N—+o00

En tenant compte que lim (14+en)¥+ =1< (14+ex)"T  ~ 1 et dapres I'égalité
N —+oo N—+oc0

a \ Nt
<a—|—1> (1+€N)N+1:a5N

démontrée dans cette question, nous en déduisons que Nous avons vu précédemment que

N+1 N+1 N+1
E]\]:1 a (1+€N)N+1 ~ l a < EN ~ l a
a\a+1 N—+4oo a \a+1 N—+oo a \a+1

correction de 1’exercice 4
1. On considére l'expérience £ : " lancer le dé " ainsi que I’événement A : " obtenir un 6 ". On effectue N expériences
indépendantes identiques & £ donc Z, qui est le nombre de réalisation de I’événement A au cours des N expériences,

suit la loi binomiale B(N, P(A)) = B <N, é) donc

= ot wewan reen= (1) (5 (020 () (')

E(Z) = le %7 V(Z):Nxéx(l—l):w

n n

6
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2. Piz—p)(X = k) : L’¢vénement (Z = n) est réalisé et on souhaite la réalisation de I’événement (X = k), c’est-a-dire
que l'on a obtenu n fois la face "6", donc on lance n fois le dé, et on souhaite obtenir k£ "pile". Etant donné que
l’on peut obtenir strictement plus de "pile" (k ici) que de faces "6’ (n ici), Pévénement est impossible si & > n donc
Piz—n)(X = k) = 0 lorsque k£ > n. Si k < n, 'obtention de k "piles" en n lancers s’inscri clairement dans le cadre
binomial donc P z—,)(X = k) = (})p* (1 - p)" k.

Par conséquent, on a
0 sik>mn

Plz=n)(X =k) = { (MpF(1—p)" ™" sik<n

3. Bien entendu, I’événement n > N est impossible (on ne peut obtenir plus de N faces "6" car on ne lance le dé que N
fois) donc P(X =k et Z=n)=0sin > N.Sin <N, d’aprés les résultats des questions 1 et 2, on a

P(Z =n)Piz-n)(X =k) = <ZZ) <(15>" (2>N—" P(z=n)

0 sik>n
1 " 5 N n— .
GO () (3) ra-art sk

4. L’événement (X = 0) correspond a l'obtention d’aucun "pile", le calcul de sa probabilité dépend évidemment du nombre
de lancers de la piéce qui est possible, c’est-a-dire du nombre de faces "6" obtenues, autrement dit des événements
(Z =0),.,(Z = N). En utilisant la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements (Z =
0),...,(Z = n) ainsi que la question 3, on a

P(X=ketZ=mn)

N
P(X=0) = P(Z=0NX=0)+--+P(Z=NNX=0)=)» P(Z=nnX=0)

n=0

- SO0 E G =20 E () e

n=0

D HICS NN C )

n=0

5. L’égalité simplement des deux calculs suivants.

N\ (N—k\ N! (N — k)! B N!
(k)(n—k) T RN B RN —k) —(n k) K(n— k)N —n)

(@(Z)zsz?kﬂxm&wnﬂzmmgbfnﬂ

6. On effectue le changement de variable m = n — k puis en utilisant la formule du binome avec a =

SO0 - BT E ) ()

- <15;p>k<1!3p—+1)N_k::<153p>k<653p>w_k

7. Toujours en utilisant le systéme complet d’événements (Z = 0),..,(Z = N), la formule des probabilités totales donne

—-Pp

etb=1,0na

N
P(X=k)=P(Z=0NX=k)+-+P(Z=NnNX=k) => P(Z=nnX=k)
n=0

D’apres la question 3, la probabilité P(Z = n N X = k) est nulle si et seulement & > n < n < k, donc les seules
probabilités non nulles sont les probabilités P(Z =n N X = k) lorsque n > k donc

N
P(X=k) =Y P(Z=nnX=k)

n==k
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et, toujours d’aprées la question 3 et d’apres la question 5, on a

e = 0 E Q@ oS QC D Q) e

et (2 S (0 () (2) e
() () S (8 (tma-n) = (D (5) () S0 (5
(%)

D CCR) e
6 ) -HEE 6 ) =06 )

I Il
7N N /\2 7N\ 7N
e
N——— N N~ N——

D’autre part, il est évident que X (Q2) = [0, N] donc X suit la loi binomiale B (N , Ié), ce qui implique que
(6 — p)pN

Bx)=Nx 2PN V(X):ngx(kl’): =

6 6 6 6
Puisque Y = Z — X, la linéarité de ’espérance, la question 1 et 1’égalité ci-dessus montre que

E(Y):E(Z—X):E(Z)—E(X):%,%:%
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