PHEC1 Correction ds 5 2004-2005

correction de I’exercice 1
Partie I :

1. La fonction g est le quotient de deux fonctions C! sur R et le dénominateur 2z + 1 ne s’annule pas sur R, donc g est
C! sur R, et, en utilisant que (e*) = u'e%, on a :

(et (2e+1)—e" (2w 4+1) e (2e+1)—2e"T ) 20 —1

Vee Ry, g¢'(z)= = — e
vERy, g(@) 2z + 1)2 (27 + 1)2 © @+
2. Pour obtenir le résultat escompté, nous allons établir les variations de g sur R;.
Puisque g(z) e e déduit que lim g(z) = & lim & = x lim e =+
uisque g(z) -~ . —2><$,onen édui quexirilmgx—2mirilmx—2xrirfme = +00.

D’autre part, le signe de ¢’(z) est celui de 2z — 1, donc le tableau de variations de g sur R* est donné par :

T 0 1/2 400
20 — 1 — +
g (x) - 0 +
e +00
g(x) N /
[exp(3/2)]/2

On en déduit immédiatement que

z+1 1 1

Ve e Ry, g(x) > [exp(3/2)]/2> 1<

>1 = > =
2z +1 exp(z+1)>0 20 +1 =~ eztl

g9(z)

3. Nous avons vu dans la question précédente que 1irJ£1 g(x) = +o00, étudions alors existence de la limite =— en +o0.
r——+00 X

Toujours d’aprés la question précédente, nous avons :

N

e(l)
X — x x
7g(x) ~ z _ ¢ X < = lim L(m) = ¢ x 1 ¢

= - 5 im — lim e* = 400
r z—4oo x 2 z—+oo T 2 z—odoox

e
2 z—+oo

donc la courbe C; admet une branche parabolique en +o0.
Partie II :

1. La fonction f,, est clairement C! sur R, (quotient de deux fonctions C! sur R, dont le dénominateur ne s’annule pas
sur Ry ) et sa dérivée est donnée par

(x+n) = (z —n) m

CEE A PR R

N et Lt R Gt 0 [ ) AP

Cette dérivée est clairement strictement positive sur Ry (addition de deux termes strictement positifs) donc la fonction
fn est strictement croissante sur R.

2. La fonction f,, est continue sur Ry (puisqu’elle y est C*t, d’aprés la question 1) et elle est strictement croissante sur

R, (d’aprés la question 1) donc elle réalise une bijection de Ry sur f,,(Ry) = [-2,1].
Justification du fait que f,(R}) = [-2,1[ : La fonction f, étant strictement croissante, il est clair que f,(Ry) =
[fn(0)7xgr+noo fu(x)[ et un calcul immédiat montre que f,(0) = —2. D’autre part, mglfooi;z = mgrfoog =1cet
lim e @ =0 donc lim f(x)=1-0=1

r—+00 r—+00
Puisque 0 € [-2,1], l'équation f,(x) = 0 admet bien une et une seule solution sur R, (existence et unicité de
Pantécédent de 0 par f,).

3. (a) Un calcul direct nous montre que f,(n) = —e ™ < 0 et comme f,(u,) = 0 (u, est solution de I’équation

fn(z) = 0), on en déduit que f,(n) < fn(uy,). La fonction f, étant strictement croissante et bijective sur R, on
en déduit que n < uy,.
Puisque lim n = 400, I'inégalité précédente montre que lim wu, = +o0.

n—-+oo n—-+4oo

1
(b) Un calcul direct nous donne f,(n+1) = 1 —e "~ et en utilisant la question 2, on en déduit que f,(n+1) >0
n

et comme fp(u,) = 0, on en déduit que fr(n + 1) > f(uy,). La bijectivité et la stricte croissance de f,, sur Ry
implique alors que n + 1 > u,,.
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Cette inégalité combinée a I'inégalité que la question 3.a), nous donne n < w, < n + 1. En divisant de part et
U 1 1

d’autre de cette inégalité par n, on en déduit que 1 < — < 1+ — et, puisque lim (1 + ) =1, le théoréme
n n n n

— 400

U
d’encadrement s’applique et il montre que lim — = 1.
n—+oo N

correction de I’exercice 2
1. (a) La fonction f est de classe C! sur R} (comme produit de fonctions C* sur R}) et sa dérivée est donnée par

e—fL‘

f(x)=2(Vz)e ™ +2ya(—z)e ™ = %6_‘” —2y/we " = NG (1—2z).

Le signe de f'(z) est celui de 1 — 2z et étant donné que lir+n () =2 lir+n e~* =0, le tableau de variation de
Tr— 100 Tr—+00

f est donné par

x 0 1/2 +00
1—-2x + —
f'(x) + 0 -
V2exp(—1/2) +o0
f(x) / N\
0 0

(b) On introduit le taux d’accroissement de f en 0

f(z) = f(0)  2y/we™™ 2e7°" 2

— 400

z—0 T o NG m:O%
donc lim M

= 400, ce qui implique que la fonction f n’est pas dérivable en O.
z—+o0 z—0

1 1
2. D’apres la question 1.a), on a f <[0, 2}) = [07 V2 exp (—2>} et comme

V2exp (—;) = V2exp(—1)"/? = V2 /exp(—1) = V2 x \/Z: \/z

e (1)) - o]

1 1 1
3. (a) La fonction f est continue sur [O, 2} , Ot sur ] 0, 2} et Vo € }0, 2} , f'(z) > 0, on en déduit que f est strictement

1 1
monotone sur |0, 3 En outre, elle est continue sur cet intervalle donc elle réalise une bijection de {0, ] sur

-] |

1 2 1 2
Ensuite, pour n > 2, on a — < 3 <1< \/7 (il est de notoriété publique que e > 2 1) donc — € [07 \/71
n e n e

) ) . 1 . 1 . .
Par conséquent, I’équation f(z) = — admet une et une seule solution sur le segment |0, 3 (existence et unicité
n

1 1
de lantécédent de — par f sur {0, 2} ).
n

1 1
(b) On compare les images par f de a,, et a,1. On a f(a,) = — (puisque a,, est solution de ’équation f(x) = —)
n n

et flapy1) = (puisque a, 11 est solution de ’équation f(x) = ) donc f(an+1) < f(ay). La fonction f

n+1 n+1
1
étant strictement croissante et bijective sur {0, 2] , on en déduit que a1 < ay,, ce qui montre la décroissance de

la suite (@), -

1 1
(¢) Notons L la limite de la suite a,. Puisque a,, vérifie 'équation f(z) = —, on a 2\/a,e” % = — et en passant a la
n n

limite, on a : 2v/Le=t =0 f; L = 0 donc la suite (ay),,, converge vers 0.
e~ L#0 =
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(d) En utilisant la question précédente, on a
2y/ane” 4 = 1 & 2ny/a, = 1 & 2ny/a, = e & 4n’a, = e*™
n - n n — e—dn n — n —
en élevant au carré cette égalité). En passant a la limite dans cette égalité, on en déduit que
g g

. . 1
lim 4n%a, =1< lim n’a,=-<ne, ~ -<a, ~ —
n—-+4o00 n——+oo 4 n—+oco 4 n—-+o00 47’1,2

correction de 1’exercice 3
1. (a) Chaque variable X; est une variable de Bernouilli et ’événement (X; = 1) correspond au fait que le numéro ¢
n’est pas obtenu durant les n épreuves donc X7 + Xo + X3 est le nombre de numéros qui n’ont pas été obtenus
durant les n épreuves donc X = X7 + X5 + X3.

(b) Loi de X; : Par construction, X;(Q) = {0,1}. Ensuite, 'événement (X; = 1) correspondant & n non réalisations
successives de I'événement R; et les épreuves étant indépendantes, on a

P(X;=1) = PRiN---NR;))=P(R;)---P(R;) = (1—-PF)"
n fois n fois
P(X;=0) = 1-P(X;=0)=1-(1-P)"

(¢) Chaque variable X; étant de Bernoulli, il est immédiat que E(X;) = (1 — P;)™ et par linéarité de I'espérance, on
obtient

EX)=EX1+Xo+X3)=FE(X1)+EX2)+EX3)=1-P)"+(1-FP)"+(1—-P;)"

2. (a) Puisque P, + P, =1— P3,0on a
EX)=1-P)"+(1-R)"+(Pi+R)"=1-2)"+(1-y)"+(+y)" = flz.y)

() G e = a1 =0y e +)" F @) = 01— e

(c) On résout directement le systéme, en tenant compte que "1 = b"~! < a = b lorsque a et b sont positifs (ce qui
est cas pour z et y), on a

of
x - —n(l—2)" t4+nz+y)" =0 @{ 1-—z)" t+(z+y)"t=0
9 sy =0 —n(l—y)" " +n(@+y)" =0 —A=y" (@Yt =0
oy’
(1—2)" = (x+y)" ! l—z=z+y 2r+y=1
< {(1—1/)"‘1=(96+y)"‘1 Tltl-y=aty T aty=1
1
o
3r=1 | Ly « 2L, — Lo 3
4
3y_1 L2<—2L2—L1 1
V=3

11
(d) Le point (3, 3) étant un point critique de f (il annule les deux dérivées partielles d’ordre 1), et |0, 1[x]0, 1| étant

1
un ouvert de R2, on doit déterminer les dérivées partielles du second ordre au point (3, 3)

Pl =nn- 00— ar oo [ 7(55) =58 (5) =m0 (5)

T oy =2 (20N (o ) = n(n— 1)@ 4 y)n—2 11\ 9 (11 2\"
gy ) = 37 (7 ) o) =nin =00 =0 (53) = 2 (5.5) =m0 (5)

gzyf(w) =n(n—1)(1 - y)"2 +n(n—1)(z +y)" > t (; ;) = 3?5 <;, ;) =2n(n=1) @)H
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Par conséquent,

)

11
3’3

=)

EXTE I I T

3
2n—4
3n%(n —1)2 (g) >0

)“rzm_l)z(

2

3

>2n4 —n?(n—1)>2 (

11
ce qui implique que le point <3, 3) est un extrémum local de f sur 'ouvert 0, 1[x]0, 1]

n—2
11
Ensuite, 7+ ¢ = 4n(n — 1) (3) > 0 donc le point (3, 3) est un minimum local de f sur 'ouvert ]0, 1[x]0, 1].

)+

(e) En ce minimum, on a E(X)

correction de I’exercice 4
Partie I

11
3’3

2

3

2

3

AHNON

1. On procéde par les opérations élémentaires sur les matrices

1

-2

1

1 0
< (0 -1
0 O

donc la matrice P est inversible et son inverse est ....

1
-2
1

0
-1
1

Vérification

2. M =PDP '« P 'MP=D&D=

3. Une récurrence évidente montre que Vj € N*,

M1

Partie I1

www.mathematiques.fr.st

-1

i = e SN

0
0
1

2

3

2

) ()

0 100 1 0 0 1 0 0\ Pivot
ol:{o 1 olel0 -1 0 2 —1 0| Ly« Ly+2I4
1 00 1 0 1 1 1 -1 1) L3e—1ILs—1,
1 00 1 00 1 0 0
2 1 0| Pivot =0 10 -2 -1 0| .
1 1 1) L3« Ly+ Ly 0 0 1 1 1 1 2 2
P
1 0 0 1 00
2 —1 0 01 0
11 1 00 1
L o
3
2
0 = 0
3
0 0 1
M1 = PDi—1pP~1 donc
1\’!
1\’! () 0 0
() 0 0 3
3 1\71 9\ 71
j—1 i-1_ | —2(= —(= 0
@) o 26 )
3 1\71 o\ 71
1
o0 G G)
1 47_1
- 0 0
()
1\’! 2\7 71 2\7 71
i-1p-1_ | —2(= 2( = z 0
e e IR )N €
1\’! 2\7 71 2\7 71
—92(z 1 —(2 11
) —2G) o -() -

2

3
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1. (a) Commengons par calculer les neuf probabilités conditionnelles demandées.

1
Pix=0 (X1 =1) = 3, Px=9Xj41=1) =0, Pu=p(Xj41=1)=0
2 2
Pix,=1) (Xj11=2) = 3’ Pix,—2)(Xj41=3) = 3’ Pix,=3)(Xj41=1)=0
1
Po=1) (Xjr1=3) = 0, Px=pXjn=3)=35 Px=5pXn=1=1

Justification des calculs de probabilités :
Pix,=1)(Xjy1 =1) : L'événement (X; = 1) est réalisé et on souhaite la réalisation de I'événement (X;41 = 1),

c’est-a-dire qu’un fournisseur a re¢u au moins un commande par l'un ou plusieurs des j premiers consommateurs
et on souhaite qu’un fournisseur recoive au moins un commande par l'un ou plusieurs des j+ 1 premiers consom-
mateurs. Autrement dit, on souhaite le (j+ 1)-iéme consommateur effectue une commande auprés du fournisseur

choisi par les j premiers consommateurs. Il a 1 chance sur trois pour le choisir donc P(ijl)(Xj+1 =1)=-.

Pix,—2)(Xjy1 =1) : L'événement (X; = 2) est réalisé et on souhaite la réalisation de I'événement (X;y1 = 1),

c’est-a-dire que deux fournisseurs ont recu au moins un commande par l'un ou plusieurs des j premiers consom-
mateurs et on souhaite qu’'un fournisseur recoive au moins un commande par l'un ou plusieurs des j+ 1 premiers
consommateurs. Ceci est clairement impossible (au moins deux fournisseurs seront choisis par les j premiers
consommateurs donc par les j + 1 premiers consommateurs) done P(x;=2)(X;+1 =1) = 0.

Pix,=3)(Xjy1 =1) : L'événement (X; = 3) est réalisé et on souhaite la réalisation de I'événement (X;y1 = 1),

c’est-a-dire que trois fournisseurs ont re¢u au moins un commande par l'un ou plusieurs des j premiers consom-
mateurs et on souhaite qu’un fournisseur recoive au moins un commande par l'un ou plusieurs des j+ 1 premiers
consommateurs. Ceci est clairement impossible (au moins trois fournisseurs seront choisis par les j premiers
consommateurs donc par les j + 1 premiers consommateurs) donc P(ijg)(Xj+1 =1)=0.

Pix,=1)(Xj41 =2) : L'événement (X; = 2) est réalisé et on souhaite la réalisation de I'événement (X;y1 = 1),

c’est-a-dire qu’un fournisseur a re¢u au moins un commande par l'un ou plusieurs des j premiers consommateurs
et on souhaite que deux fournisseurs recoivent au moins un commande par l'un ou plusieurs des j + 1 premiers
consommateurs. Autrement dit, on souhaite le (j + 1)-iéme consommateur effectue une commande auprés d’un
des deux fournisseurs non choisis par les j premiers consommateurs. Il a 1 chance sur trois pour choisir chacun
de ces fournisseurs donc Pix;=1)(Xj41=2)= 5 + 5 = 3.

3 3 3
Pix,—2)(Xj41 =2) : L'événement (X; = 2) est réalisé et on souhaile la réalisation de I'événement (X;y1 = 2),

c’est-a-dire que deux fournisseurs ont recu au moins un commande par l'un ou plusieurs des j premiers con-
sommateurs et on souhaite que deux fournisseurs recoivent au moins un commande par l'un ou plusieurs des
J+1 premiers consommateurs. Autrement dit, on souhaite le (j + 1)-iéme consommateur effectue une commande

aupres de l'un des deux fournisseurs choisis par les j premiers consommateurs. Il a 1 chance sur trois pour choisir

1 1 2
chacun de ces fournisseurs donc P(x,—)(X;+1 =2) = 3 + - = 3

Pix,=3)(Xj41 =2) : L'événement (X; = 3) est réalisé et on souhaile la réalisation de I'événement (X;41 = 2),

c’est-a-dire que trois fournisseurs ont re¢u au moins un commande par l'un ou plusieurs des j premiers consom-
mateurs et on souhaite que deux fournisseurs recoivent au moins un commande par l'un ou plusieurs des j + 1
premiers consommateurs. Ceci est clairement impossible (au moins trois fournisseurs seront choisis par les j
premiers consommateurs donc par les j + 1 premiers consommateurs) donc Pix;=3) (Xj+1=2)=0.

Pix,—1)(Xj41 =3) : L'événement (X; = 1) est réalisé et on souhaile la réalisation de I'événement (X;41 = 3),

c’est-a-dire qu’un fournisseur a re¢u au moins un commande par l'un ou plusieurs des j premiers consommateurs
et on souhaite que trois fournisseurs recoivent au moins un commande par 'un ou plusieurs des j + 1 premiers
consommateurs. Autrement dit, on souhaite le (j + 1)-iéme consommateur effectue une commande auprés des
deuz fournisseurs mnon choisis par les j premiers consommateurs, ce qui est impossible d’aprés 'énoncé (chaque
consommateur n’achetant qu’a un seul fournisseur) donc P(x,—1)(Xj+1 = 3) = 0.

Pix,—2)(Xjy1 =3) : L'événement (X; = 2) est réalisé et on souhaite la réalisation de I'événement (X;41 = 3),

c’est-a-dire que deux fournisseurs ont re¢u au moins un commande par l'un ou plusieurs des j premiers con-
sommateurs et on souhaite que deux fournisseurs recoivent au moins un commande par l'un ou plusieurs des
Jj+1 premiers consommateurs. Autrement dit, on souhaite le (j+ 1)-iéme consommateur effectue une commande
aupres du fournisseur non choisi par les j premiers consommateurs. Il a 1 chance sur trois pour le choisir donc

1
Plx;=2) (X1 =3) = 3.
Pix,=3)(Xjy1 =3) : L'événement (X; = 3) est réalisé et on souhaite la réalisation de I’événement (X;41 = 3),

c’est-a-dire que trois fournisseurs ont recu au moins un commande par 'un ou plusieurs des j premiers consom-
mateurs et on souhaite que trois fournisseurs recoivent au moins un commande par l'un ou plusieurs des j + 1
premiers consommateurs, ce qui correspond & ’événement certain (les trois fournisseurs seront choisis par les j
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premiers consommateurs donc par les j + 1 premiers consommateurs) donc Pix;=3) (Xjs1=3)=1

Expression de P(X;;, = k) en fonction des P(X; =q) :

Le nombre de fournisseurs choisis par les j + 1 premiers clients dépendant du nombre de fournisseurs choisis par
les j premiers clients, c’est-a-dire que les événements (X,11 = k) dépendant des événements (X; = 1), (X; = 2),
(X, = 3), on applique la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements (X, = 1), (X; = 2),
(X; = 3). En utilisant également les calculs de probabilités conditionnelles précédents, on a :

P(Xj=1)
P(Xj1=2)
P(Xj11=3)

PX;=1NnX;11=1)+PX;=2NX;11=1)+PX;=3NX;11=1)
P(X; = 1)Px,=1)(Xj11 = 1) + P(X; = 2) Px,=2)(Xj41 = 1) + P(X; = 3) Px;=3)(Xj41 = 1)

1
gP(Xj =1)

PX;=1NX;11=2)+P(X; =2Nn X111 =2)+ P(X; =3N X1 =2)

P(Xj = 1)Px,=1)(Xj41 = 2) + P(X; = 2) Px;=2)(Xj+1 = 2) + P(X; = 3) P(x,=3)(X;4+1 = 2)
gp(xj — 1)+ ép(xj _9)

P(X;=1NX;11=3)+P(X; =2NX;41 =3)+ P(X; =3NX;11 =3)

P(X; = 1)Px,=1)(Xj41 = 3) + P(X; = 2)Px,=2)(Xj11 = 3) + P(X; = 3) P(x,—3)(X; 41 = 3)

ép(xj —2) 4 P(X, = 3)

ce que I'on peut résumer par

P(Xj1=1)= %P(X; =1)

J

2 1
P(Xj41=2)= §P(Xj =1)+ gP(Xj =2)

P(Xj11=8) = 3 P(X; = 2) + P(X; =3)

(b) La premiere égalité n’est rien d’autre que la transcription matricielle du systéme ci-dessus.
Pour la seconde, on procéde par récurrence en posant (P;) : U; = Mi='y;.
Initialisation j = 1 : M'~1U; = IU; = U; donc (Py) est vraie.
Hérédité : supposons que (P;) soit vraie et montrons que (P;y1) est vraie, c’est-a-dire que U; = M I=1U; soit
vraie et montrons que U;11 = MiU;. On a U; = MIi=1U; et Ujt1 = MU; donc Uj1q1 = MMI=1U, = MU, ce
qui démontre (P;+1) et achéve la preuve.

(c) Le premier consommateur choisi de fagon équiprobable chaque fournisseur donc

2
et la question 3 de la partie I nous donne U; = 3
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2. (a) Un calcul direct donne LM = (5 g 3) donc

3
5
a—&-ﬁ:g
5 7
= 5 3 = 7
LM = aL+ﬂJ<:><3 3 3)—(a+ﬁ 20+ 3a+f) e 204—|—,3:§
3a+B8=3
5 .
a—|—ﬂ:§ Pivot B=1 )
g -1 L2(_L2—2L1 = 75 72 :>LM:7L+J
B=- a=2_1="= 3
98— —2 L3 «— L — 3Ly 3 3

P(X; =1)
Lu; = (1 2 3) P(Xj 2) | = P(X; =1)+2P(X; =2) +3P(X; = 3) = E(X;)
P(X; =3)
P(X;=1)
JU; = (1 1 1)[P(X;=2) | =P(X;=1)+P(X;=2)+P(X;=3)=1
P(X; =3)
LM = §L+J¢LMU gLU +JU; & LU; = ; (Xj)+1@E(Xj+1):§E(Xj)+1

(b) A la question 1.c) de la partie II, nous avons déterminer la loi de X; donc

1 1 1
F(X{])=1x-4+2x-4+3x-==2.
(X1) XgH2xo+3xg

La suite (E(X})) enx est arithmético-géométrique et la constante L associée vérifie

Lz%L—l—l@%L:l@L:?)

2
La suite u définie par u; = E(X;) — 3 est géométrique de raison 3 car

2 2
ujt1 = B(Xj41) =3 =g B(X;) +1-3=3E(X;) -2 =

2 2
3 (uj+3)—2:§uj

3
On en déduit que

2 2\’
et, puisque 3 €] — 1, 1], la suite (3> tend vers 0, ce qui implique que .hrf E(X;) =3.
j—too
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