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(a) La fonction f est le quotient de deux fonctions C'! sur R dont le dénominateur

ne s’annule pas sur R. Sa dérivée est donnée par :

T (2T _ LT 2z
VeeR, f'(z)= e (:2i)+ 1?2(26 ) =

em(l _ 621)
(e2 4 1)2

Le signe de f/(x) étant visiblement celui de 1 — e?® et comme
- <0el<e®eohl<2te0<y,

on obtient le tableau de variations de f

x —00 0 400
1— eQm 4 _
@) 1 =
1
2
f(z) /! N
0 0
Limite en —oco : puisque lim e* = lim e?* = 0, il est immédiat que
r——00 r——00
lim f(z)=0
T——00
xr
Limite en 400 : puisque f(z) ~ 67 =e® — 0, on en déduit que
z—+4oo e4T T——400
f@) = 0
Tr——+00

On introduit la fonction g(z) = f(z) — « (on ne peut appliquer le théoréme de
bijection & f car nous n’avons pas une équation du type f(x) = a, a étant une
constante indépendante de x).

La fonction g est C! sur R et sa dérivée est donnée par :

ex(l _ 62:6) er — 63x _ (62z + 1)2
Vz eR, ¢ =fl(z)—-1= -1=
T < , g (Jf) f ($) (621 =+ 1)2 (621 + 1)2
7 e:c_639:_€4:c_262:1:_1
(621- + 1)2

Il s’agit d’étudier le signe de e* —e3* —e?* —2¢2* —1. On étudie alors la fonction
intermédiaire
h(X)=X - X% - X*-2X%?-1,

19

qui s’obtient par " changement de variable " X = e?, lorsque X > 0 (puisque

e”>0)Ona:
R(X)=—-4X?-6X -1 et h'(X)=-12X>-6
On en déduit le tableau de variation de h’
X 0 +00
h//(X) _
-1
W (X) N\
—00
h(X) -
-1
h(X) N
—00

Par conséquent, la fonction h est toujours strictement négative sur |0, +oo[ donc
la fonction x +— e — 3% — ¢4 — 2¢2¥ — 1 est strictement négative sur R, ce qui
implique que ¢’ < 0 sur R.

Par conséquent, la fonction g est strictement décroissante et continue sur R

donc elle réalise une bijection de R sur g(R) = R (puisque lir}rrl g(x) =
T— 100
li51_1 (f(z) —z)= -0 et lim g(z)= lim (f(z)—2z)=4o

En particulier, étant donné que 0 € R (= g(R)), 'équation g(z) =0 < f(z) ==«
admet une et une seule solution sur R.

Il suffit de comparer les images (par g puisque ¢ est solution de I’équation

g(z) =0). On a

g(0) = f(0)—0=§, g(6) =0
1 1 1 Y2 1 165 1 3.30-—3.72
9G5) = 1) 5= 77 3%3m 2= 2x3m2 -0

1
ce qui nous permet d’écrire g(i) < g(¢) < ¢(0) et la fonction g étant strictement

1
décroissante et bijective, on a donc I'’encadrement souhaité: 0 < £ < 3

Nous savons, d’aprés la question 1.a, que Vo > 0, f/(x) < 0 donc |f/(z)| =

—f'(z) = % On remarque alors que
- (€2x + 1)2 . q q
e~ (e2z _ 1) e” 621 + 1 e
v R ! = < X X =
S + ‘f (x)‘ 62"E +1 X 623” +1 egz +1 621" +1 egl +1 f(]?)
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1
Ensuite, toujours d’apres la quesiton l.a), on a : Vo € Ry, f(z) < 5 La
1
combinaison de 'inégalité 0 < |f/(2)] < f(z) et f(z) < 5 nous montre que :
1
Ve >0, |f'(z)|< 3
x 0 1/2

Nous avons 1/2 ce qui nous permet d’écrire

f(z) N ’

f(1/2)
1 1.1 1 1 1.65 1
0,2 ) =1f3), 2] c |0, 2| pui 20,5
£(Jo.3]) =t g1e o3| puisave 13) = 32 < .3
1
On procede par récurrence en posant (P,) : u, € [0, 5]
1
Initialisation : ug =0 € [0, 5] donc (Py) est vraie.
1 1

Hérédité : Supposons que (P,,) est vraie. u, € [0, 5] donc f(u,) €0, 5] (par

1 1
stabilitée de [0, 5] par f, d’apres la question 1.e)) donc u,+1 = f(u,) € [0, 5}

ce qui démontre (P,,11) et achéve la récurrence.

1
La question 1.d) combinée au fait que f est C* sur [0, 5] permet d’utiliser

I'inégalité des accroissements donc on a :

1
Vz,y €0, =],

2 1@~ f@l < g e -yl

1
En évaluant cette inégalité en x = u,, (qui appartient a [0, 5]) et y = £ (qui

1
appartient aussi a [0, 5]) puis en utilisant que f(u,) = u,41, on obtient que :

1
VneN, |upy1 — 4] < §|un—£|.

Pour I'inégalité suivant (Ho) " Jum — ] < —

our l'inégalité suivante, posons (H,) : " |uy, < ora

1
Initialisation : |ug— ¢ =1[0—/] = ¢ < 7 Ensuite 2071 = gy onen déduit
que (Hp) est vraie.
1

Hérédité : Supposons que (H,) est vraie. Nous avons donc |u, — £| < onFl

. 1
et nous avons montrer dans cette question que |u,11 — £] < 3 |, — €| donc

111
§x2n+17

1
[uny1 — €| < B lun — €] <

ce qui démontre (H,+1) et achéve la récurrence.

1

Puisqu’une valeur absolue est toujours positive, on a : SYESY

0 < ‘un_a <

et la suite ( » tendant vers 0, le théoréme d’encadrement montre que

gn+1 )
lim |u, — €] =0, c’est-a-dire uy,
n—-+4oo

0)

— £ (la distance entre u,, et £ tend vers

n—-+4oo

EXERCICE II (ESCP 1990)

1. (a)

20

2
est C! sur [0, +oo[ (comme quotient de deux fonc-

La fonction t —
14 ¢2

tions C' sur [0, +oo[ dont le dénominateur ne s’annule pas sur [0,+oo[) et
t — In(1 +¢t) est C* sur [0,+o0o[ (car 1+t est C! et strictement positif sur
[0, +00[) donc la fonction f est de classe C! sur [0, +ool.

Sa dérivée est donnée par :

1 (2t)(1 + t2) — t2(2t) 1 2t
VteR,, f'(t)= =
SEEAY 1+t (1412)2 1+t+(1+t2)2
donc f' > 0 sur [0, +o00[ et son tableau de variation est donné par :
t 0 400
f'(t) +
+00
f(®) /
0
t2 t2
La limite en +C2>O s’obtient simplement en remarquant que 7 e 1
t
d lim —— =
one M7y
t2
i 2 +1
Puisque —— — 1, on en déduit que lim = 0 donc il reste & évaluer
12 +1 t——+oo t
. In(141) . :
. 1114{1 — Inutile de tenter un DL de In(1 4 ¢) puisque ¢ — 400 !! Pour
— 100
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lever I'indétermination, on factorise par le terme dominant dans le logarithme (a, est solution de f(t) = ﬁ) et flomir) = — donc f(ans1) < flan). La
1 1 1 fonction f étant strictement croissante et bijective sur R, on en déduit que
In[t(1+ - Int+1In(1+ - In(1+ - +
In(1+1¢) _ nle(t + t)] _ nt+Inl + t) _ lnit + n{+ t) Qpt1 < Qy, c’est-a-dire que la suite « est décroissante.
t i 3 t t La suite a est décroissante et minorée par 0 (v, € [0, +00[) donc elle converge.
1 On note L sa limite. On a pour tout entier
0 d ! T L P ) 2
n peut donc conclure puisque lim — = lim - =0et lim —— = 1
P PHRANE e ™ i t—o0 t Vn e N*, In(l+ )+ % =—
0 (le numérateur tend vers 0 et le dénominateur vers +00), ce qui implique que ()?+1 n
t . .
. 115_11 @ =0. En faisant tendre n vers +o00, on en déduit que
——+o0
Autrement dit, en +oo, la courbe C; admet une branche parabolique 2
t Inl+L)+ ——=0% f(L)=0.
( lim f(t) =+4ocoet lim &:O) ( ) L2 +1 H(E)
t——+o00 t—+oo t
- Or nous avons montré a la question 1.a) (tableau de variation de f) que la fonc-
y 5 tion f est strictement croissante et qu’elle ne s’annule qu’en 0. Par conséquent,
L =0 et la suite a converge vers 0.
t In(1+¢ t t
(c) Lorsque t — 0T, on a : &: n(l + )—|— 5 donc lim &:1.
3.75T t t 1 + t t—0+ t
—1 —0
t
Puisque «,, — 0, on peut affirmer que lim M = lim & = 1. Ensuite,
n—+oo  Qp t—0+ ¢
+ 1
25 puisque f(a,) = —, on peut encore écrire que
n
1
1.25T lim X =1« lim =1 lim na, =1
n—-+o0o (67 n—-+oo noy, n—-+o0o
T . 1
Remarque : cette limite signifie aussi que oy, ~ —
n—+oo N
0 % % % %
0 5 10 15 20
. EXERCICE IIT (EDHEC 2004)

2. (a) Alaquestion l.a, il a été montré que f est strictement croissante et continue sur

(b) On doit comparer «,, et a,y; donc on compare leurs images :

www.mathematiques.fr.st

Ry donc elle réalise une bijection de Ry sur f(R;) = R;. Puisque Vn € N*|

1
— € Ry, on en déduit que 'équation f(t) = — admet une et une solution
n n

(existence et unicité de 'antécédent de — par f).
n

—_

flan) = n

1.

30

(a)

2

. n
La fonction =z — —— est de classe C! sur R*
T
2

n
T exp(fm—) est C'! sur R*, ce qui implique que f,, est de classe C* sur R

1
(multiple de x +— —) donc
x

2
et 'on a :
2 2 22 + n2 n2

Va 0, fi () = 2wexp(— o)+’ (=0 (— =) exp(— ) = —— exp(~ )
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o N . 2
(b) Il s’agit donc en premier lieu de calculer ;li% fn(x). On effectue le changement et le tableau de variation de f est donnée par f(z) = 22 exp(—%)
1 1
de variable X = — < 2% = X Lorsque x — 0, X — 400 et 'on a:
x
T —00 0 ~+00
2 7
im a2 exp(— ") = lim - exp(—n2X) = i 02X — fo(x) - +
ili%x exp( xz) = Xlirfrlm e exp(—n“X) = Xlirilmexp( n°X)=0 oo oo
Ainsi, nous venons que hn}) fn(xz) = 0 et comme f,(0) = 0, on peut affirmer 0
que la fonction f,, est continue en 0.
1 1

¢) On effectue le changement de variable X = — < ¢ = £——. Lorsque  — 0, 1
(c) & x? VX 4 (a) e* = 1+u+ -u®+o(u?)

X —4ooetlona: u=0 2

2
2 L oo, — L :
lim — exp(_%) _ lim :I:\/)?exp(—nQX) — 4+ lim X2 exp(—n2X) (b) Lorsque x — +o0, o 0 donc on a
z—0 X x X —+oo X —+00
= + lim exp(—n?X)=0 n? n? 1. n? 1 n? nt 1
— 100 JR— f—t JR— —_ — — 2 —_ P R —_— —_
X—t exp( 1‘2) - 1+( $2)+2( JJQ) +0($4) 1 $2+2$4+0(.’E4)

(d) La combinaison des questions 1.a) et 1.b) montre que la fonction f,, est continue _ 2 _j _ 2.2 7174 1

sur R et de classe C' sur R*. Il s’agit donc d’appliquer le théoréme de pro- fn(@) o~ exp( a:2) o 212 +o(5)

longement continue de la dérivée. Il ne reste donc plus qu’a évaluer lim0 ().
Tr—

22 +n? n? n? n2 n2 1 n2
Jal@) = =5 o= 5) 9, o= 5) = 5 x pep(= ) = 0

Par conséquent, le théoréme de prolongement s’applique et la fonction f, est
de classe C! sur R et sa dérivée est donnée par :

:c2+n2 n2 .
fa@) = T2y o) seF0
0 sizx=0

2. (a) La question 1.d) donne le calcul de f} et il est dés lors évident que le signe
de f] est celui de z, c’est-a-dire que f), < 0 sur R* =] — 00,0[, f;, > 0 sur
R =]0,+o0[ et f,,(0) =0

1
(b) On effectue le changement de variable X = —. Lorsque z — o0, X — 0"
x

donc )
ZEI:il{)O fn(m) - X1E>r01+ f pr(i,_/an) =t
Yoo —1

www.mathematiques.fr.st 4 /@

()

D’apres le développement précédent, on a

Tl4

[fal@) = (2* = n?)] 0

~ —_— —
z—+o0 202 z—+oo

donc hr—f [fn(x) = (z* —n?)] = 0. Ainsi, la courbe (D,) d’équation y =
T—100

2 —n? est asymptote & Cy en Foo

D’apres les questions 1.d) et 2.a), nous savons que la fonction f, est con-
tinue et strictement croissante sur R} donc elle réalise une bijection de R
sur f,(Ry) = Ry. Puisque 1 € R (= f,(Ry)), on en déduit que I'équation
fn(x) = 1 admet une et une seule solution sur R, (existence et unicité de
Pantécédent de 1 par f,, sur Ry).

Si u,, désigne cette solution, nous avons nécessairement f, (u,) = 1.

On compare les images par f, (puisque u,, est solution de f,(z) = 1). On a
fn(un) =1et f,(1) = exp(—n?) < 1 donc fn(1) < fn(uy). La fonction f,, étant
strictement croissante et bijective sur Ry, on obtient que 1 < u,, c’est-a-dire
que u, > 1.V
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(¢) On compare de nouveau les images.: fp(un) =1 et

n2 2

n 9 n
—)“ex — = exp(—2Inn
v2lnn

2 2
_mn 9 n 1 1
= omn exp(lnn™?)

<1

- 2lnn ~ n2 - 2Inn

sin > 2 donc fi( ) < fn(up). La fonction f,, étant strictement crois-

n
v2lnn

sante et bijective sur R, on obtient que

n
< Uy
v2Inn s

n(lnn)~Y? = lim L “+00, on en

I i li
im —— = lim
n—-+oo \/§

n—+oo y/21nn n—+00 ﬁ
déduit que lim wu, = 400
n—-+00

Puisque

Le réel u,, est solution de f,(x) = 1, c’est-a-dire que l'on a :

fu(un) =1 (Un)2 exp(—

En passant au logarithme, on a :

2 2
— =0&2hu, = —=
(un)? " (un)?

(e) On repasse de nouveau au logarithme,

2Inwu, —

In2+2lnu, +In(lnw,) =2Ilnn

o(x) donc, puisque X =Inz — +oo,onalnX =
o) X—+4oco

o(X) donc In(lnx) = o(Inzx)

D’autre part, puisque u, — +00, on en déduit que In(Inw,,) =
n—-1+0oo

On sait que Inz =
r——+

o(Inwuy,), ce
qui implique que

In2+2nwu, +In(lnwu,) ~

n—-+o0o

21nu,

et comme In2 + 2Inw, + In(lnu,) = 21nn, nous pouvons affirmer que

2Inu, < Inn  ~ Inu,

n—-4oo

2lnn  ~

n—-—+o0o
Puisque u,, > 0, la question 4.d) montre que

2

n n n
U/TL = = ~
2Inu, +2lnu, =+ /2lnn

www.mathematiques.fr.st

EXERCICE IV (Ecricome 1996 adapté)

Partie 1 : Etude du cas particulier N =2

1. Au départ, I'urne A contient 2 boules noires et I'urne B deux boules blanches.
Puisqu’a l’étape suivante, on pioche une boule de l'urne A (donc nécessairement
1 boule noire) et une boule dans 1'urne B (donc nécessairement 1 boule blanche)
puis que 'on échange ces boules d’urnes, on est certain qu’a l'issue de la premiére
épreuve, 'urne A contient 1 boule blanche et 1 boule noire. Par conséquent, Y; = 1,
autrement dit Y1(Q) = {1} et p(Y1 =1) = 1.

2. Voici le tableau récapitulant les valeurs des neufs probabilités conditionnelles

Py (Vi1 =1) | i=0]i=1]i=2
i=0 0 1 0
j=1 14 | 12 | 1/4
j=2 0 1 0

Justification des calculs de probabilités conditionnelles
Py, —0)(Yry1 = 0) : on dispose d’aucune boule noire dans l'urne A (donc l'urne A

contient 2 B et l'urne B contient 2 N) et l'on souhaite avoir aucune boule noire dans
Uurne A aprés Uéchange.(donc 'urne A contient 2 B et l'urne B contient 2N), ce
qui est impossible (on pioche nécessairement 1 N dans l'urne B et 1 B dans l'urne
A puis on échange)

Py,=0)(Yes1 =1) :
contient 2 B et l'urne B contient 2 N) et l'on souhaite avoir 1 boule noire dans
Uurne A aprés Uéchange.(donc l'urne A contient 1 B, 1 N et l'urne B contient 1 N,
1 B), ce qui arrive nécessairement (on pioche nécessairement 1 N dans l'urne B et
1 B dans l'urne A puis on échange) donc l'événement est certain

on dispose d’aucune boule noire dans l'urne A (donc l'urne A

Piy=0)(Ye41 =2) -
contient 2 B et l'urne B contient 2 N) et l'on souhaite avoir deux boules noires dans
DVurne A aprés léchange. (donc 'urne A contient 2 B et l'urne B contient 2 N), ce
qui est impossible (on pioche nécessairement 1 N dans l'urne B et 1 B dans l'urne
A puis on échange donc l'urne A ne contiendra qu’une boule noire et non deux)

on dispose d’aucune boule noire dans l'urne A (donc l'urne A
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Pry,=1)(Ye+1=0) :
tient 1 B, 1 N et l'urne B contient 1 N, 1 B) et l’on souhaite avoir aucune boule
noire dans 'urne A aprés l’échange. (donc lurne A contient 2 B et l'urne B contient
2 N), ce qui se réalise si et seulement si on pioche la noire dans l'urne A (probabilité

on dispose d’une boule noire dans l'urne A (donc l'urne A con-

5) et la blanche dans l'urne B (probabilité 5) donc la probabilité de réalisation est
1 1 1

X =

2 2 4
Pry=1)(Yit1 =1)
tient 1 B, 1 N et l'urne B contient 1 N, 1 B) et l'on souhaite avoir une boule noire
dans UVurne A aprés l’échange.(donc Uurne A contient 1 B, 1 N et l'urne B contient
1 N, 1 B), ce qui se réalise si et seulement si on pioche la blanche dans l'urne A

on dispose d’une boule noire dans l'urne A (donc l'urne A con-

1 1
(probabilité 5) et la blanche dans l'urne B (probabilité 5) ou on pioche la noire dans

1 1
lVurne A (probabilité =) et la noire dans l'urne B (probabilité 5) donc la probabilité

de réalisati t1>< —i—1><1—1
e reatisation es B B ) 2—2

Pry=1)(Yit1 =2) :
tient 1 B, 1 N et l’'urne B contient 1 N, 1 B) et l’on souhaite avoir deux boules noires

dans U'urne A aprés U’échange. (donc U'urne A contient 2 B et ['urne B contient 2 N),
ce qui se réalise si et seulement si on pioche la blanche dans l'urne A (probabilité

on dispose d’une boule noire dans l'urne A (donc l'urne A con-

1 1
5) et la noire dans l'urne B (probabilité 5) donc la probabilité de réalisation est
1 1 1

X =

2 2 4
P(yk=2)(Yk+1 = O) ;
contient 2 N et l'urne B contient 2 B) et l'on souhaite avoir aucune boule noire dans
Purne A aprés échange.(donc l'urne A contient 2 N et l'urne B contient 2 B), ce
qui est impossible (on pioche nécessairement 1 B dans l'urne B et 1 N dans l'urne
A puis on échange donc l'urne A contiendra une boule noire et non zéro)

Py, =2)(Yet1 = 1)
contient 2 N et l'urne B contient 2 B) et l'on souhaite avoir une boule noire dans
Durne A aprés l'échange.(donc l'urne A contient 1 B, 1 N et l’'urne B contient 1 N,
1 B), ce qui arrive nécessairement (on pioche nécessairement 1 B dans l'urne B et
1 N dans l'urne A puis on échange) donc ’événement est certain

Pry=2)(Yey1 =2) -
contient 2 N et l'urne B contient 2 B) et l'on souhaite avoir deux boules noires dans
lVurne A aprés Uéchange. (donc l'urne A contient 2 N et l'urne B contient 2 B), ce

6/

on dispose de deux boules noires dans l'urne A (donc Uurne A

: on dispose de deux boules noires dans l'urne A (donc l'urne A

on dispose deuz boules noires dans U'urne A (donc l'urne A

www.mathematiques.fr.st

qui est impossible (on pioche nécessairement 1 N dans l'urne B et 1 B dans l'urne
A puis on échange)

3. On applique la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements
(Y, =0), (Yr =1), (Yr =2) et en utilisant la question précédente, on a :

P(Yry1=0) = P(Yy=0)Py,=0)(Yit1 =0) + P(Yr = 1) Py, =1)(Yi41 = 0)

—{P(Yk = Q)P(ykzg)(yk+1 = 0)

. 1 .
ce que 'on peut encore écrire ax41 = Zbk' De la méme fagon, on obtient que

1 1
brt1 = ap + ibk +ck Cht1 = Zbk

4. (a) Puisque le systéme d’événements (Y, = 0), (Y = 1), (Y = 2) est complet, on
a:
PYy = 0)+PMVir=1)+PY,=0)+PYr=2)=1
&S ap+byte=1

Par conséquent, on a :
1 1 1
bry1 :ak+ck+§bk = (1—bk)+§bk =1—§b,C

(b) La suite b est arithmético-géométrique.
Détermination de la constante L :

1 3 2
L_1—§L<:>§L—1<:>L—§

2 2
On introduit la suite v définie par : Vk € N, v, = b, — 3 &by = v + 3
2 1 2 1 1

by — =1 by — 2= — by =
Vg1 = D41 3 2bk 3= 3 2bk

( _|_2)_ }
Vi 3 = 2’Uk-

Wl
N —

1
La suite v est donc géométrique de raison —3 donc

1., 2 1
Vi = (—g)k’l}o <:>bk e

( 2 2,1
3 2

o - 5) & b = —2(=3)" + =

Vk € N,
3
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. . 1
Ensuite, puisque agy1 = cp41 = Zbk’ on a

1,1

A1 = chs1 = —=(—2)" + =

keN
VEeN, 6\ 2

En effectuant le changement de variable n =k + 1< k=n—1 (donc n > 1),
on obtient

Vn € N*,

Remarquons que a, + b, +c, =1

5. Nous connaissons la loi de Yj;, donc on calcule directement son espérance :

E(Yy) = O0xp(Yr=0)+1xp(Yp=1)+2xp(Yr =2)=0bi +2c;

2 1, 2 2 1, 2 2 1
S G VT T i |
AT L i Bl Tl

donc P’espérance de Y} est bien constante et égale & 1.

6. Calcul de E((Y%)?) puis de V (V)

BE((Y:)?) = 0*xp(Yp=0)4+12xp(Yr =1)+2% x p(Y}, = 2) = by + 4cp,
2. 1 2 4, 1 4 2, 1 4
B A R L U A (e Y
V) = B - [BOP = S(-5) 45 - 1= ()b g

1
donc V(Yy) b3

7. (a) Par définition, on a : Zy = Y7 — Y. Puisque Y7 = 1, on obtient Zy = 1 — Y5.
Puisque Y5(2) = {0, 1,2}, on en déduit que Z5(Q) = {—1,0,1}
(b) E(Zs) = E(i — Ya) = E(Vi) — E(Y2) =1—1=0
(¢) Laloi de Y5 est donnée par : Y2(Q) = {0,1,2} et

1, 1, 1 1
P, = O)=m=3(-3P+s=1
2 1, 2 1
Pz = N=b=—3(-35)+3=75
11 11
P(Yy = ) —¢y— o(—2y2 22
(¥ J=e=3(=5) =3
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donc la loi de Z3 est donnée par : Z2(Q2) = {—1,0,1} et

P(Zs = —1)=P(1—Y2=—1)=P(Y2:2):i
P(Zy = 0)=P(-Y;=0)=P(¥,=1)=
P(Z = 1)=PO-Y;=1)=P(,=0)=

Partie 2 : Etude de E(Y}) et E(Z;) lorsque N =5

1. Comme 1’énoncé le mentionne, la variable Zj représente la différence (algébrique,
c’est-a-dire positive ou négative) entre le nombre aprés 1'étape (k — 1) et I'étape k.
Puisque entre deux étapes, on échange une boule de 'urne A avec une boule de I'urne
B, on peut soit enlever une boule noire (donc Z; = —1), soit n’enlever aucune boule
blanche (donc Zj = 0), soit ajouter une boule noire (donc Zj, = 1). Par conséquent,
on en déduit que Z;(Q) = {-1,0,1}

P vop(Ze=1) [i=—1]i=1
7=0 1 0
j=1 16/25 | 1/25
j=2 9/25 | 4/25
j=3 4/25 | 9/25
j=4 1/25 | 16/25
i=5 0 1

Avant de commencer la justification des calculs, remarquons que si Y1 = 3 (on
a 3 N dans I'urne A apreés la (k — 1)%™¢ étape) et Y3, = 4 (on a 4 N dans I'urne
A aprés la k™€ étape), alors Z, = 3 —4 = —1. Autrement dit, si 'on a un gain
(par exemple, +3)de boules noires, alors Zj, représente ce gain compté négativement
(par exemple, -3) et si I'on a une perte de boules noires (par exemple, -3), alors Z,
représente cette perte comptée positivement (par exemple, +3).

On peut aussi le voir en remarquant que Yy = Yi_1 — Zk.

Justification des calculs de probabilités conditionnelles :

Py, _=0)(Zr = —1) : on dispose a l'instant (k—1) de 0 N dans l'urne A (donc 5 B

dans A et 5 N dans B) et on doit gagner une boule noire. Cet événement est certain
Py, ,=1)(Zx = —1) : on dispose a linstant (k—1) de 1 N dans l'urne A (donc 1 N,

4 B dans A et 4 N, 1 B dans B) et on doit gagner une boule noire. Cet événement
se réalise ssi on choisit 1 B dans A (probabilité 4/5) et 1 N dans B (probabilité 4/5)
16

donc la probabilité de réalisation de cet événement est 3 X 5= a5
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Py, =2)(Z = —1) : on dispose a linstant (k—1) de 2 N dans l'urne A (donc 2 N, 1 Bdans A et 1 N, 4 B dans B) et on doit perdre une boule noire. Cet événement
3 B dans A et 3 N, 2 B dans B) et on doit gagner une boule noire. Cet événement se réalise ssi on choisit 1 N dans A (probabilité 4/5) et 1 B dans B (probabilité 4/5)
se réalise ssi on choisit 1 B dans A (probabilité 3/5) et 1 N dans g (probabilité 3/5) donc la probabilité de réalisation de cet événement est FXE= %g

donc la probabilité de réalisation de cet événement est 3 X =%

Py, _,=3)(Zy = —1) : on dispose a linstant (k—1) de 3 N dans l'urne A (donc 3 N, Py, ,—5)(Zx = 1) : on dispose a Uinstant (k — 1) de 5 N dans Uurne A (donc 5 N

2 B dans A et 2 N, 38 B dans B) et on doit gagner une boule noire. Cet événement
se réalise ssi on choisit 1 B dans A (probabilité 2/5) et 1 N dans B (probabilité 2/5)
2 2

dans A et 5 B dans B) et on doit perdre une boule noire. Cet événement est certain

donc la probabilité de réalisation de cet événement est 5 X =5

Py, _y=4)(Zy = —1) : on dispose a linstant (k—1) de 4 N dans l'urne A (donc 4 N,

1 Bdans A et 1 N, 4 B dans B) et on doit gagner une boule noire. Cet événement
se réalise ssi on choisit 1 B dans A (probabilité 1/5) et 1 N dans B (probabilité 1/5)
1

2. Calcul de P(Z, = —1) :

donc la probabilité de réalisation de cet événement est — X — =

575 25 P(Zy=-1) =P(Yio1=0)Py, ,—0)(Zr=~1)+ -
Py, ,=5)(Z) = —1) : on dispose a l’lmst(mt (k—1) de 5 N dans l'urne A (donc +P(Yi 1 = 5) P ,—5)(Zk = —1)
5 N dans A et 5 B dans B) et on doit gagner une boule noire. Cet événement est 16 9
1mpossible =P(Yi_1=0)+ %P(Yk_l =1+ %P(Yk_l =2)
Py, y=0)(Zr = 1) : on dispose a linstant (k — 1) de 0 N dans l'urne A (donc 5 4 1
B dans A et 5 N dans B) et on doit perdre une boule noire. Cet événement est +%P(Yk’1 =3)+ %P(Yk’l =4)
impossible
Py, _,=1)(Zy = 1) : on dispose a l'instant (k—1) de 1 N dans I'urne A (donc 1 N,
4 B dans A et 4 N, 1 B dans B) et on doit perdre une boule noire. Cet événement Calcul de P(Z, = 1)

se réalise ssi on choisit 1 N dans A (probabilité 1/5) et 1 B dans B (probabilité 1/5)
1 1 1

donc la probabilité de réalisation de cet événement est 5 X E =%

Py, _,=2)(Z, = 1) : on dispose a l'instant (k —1) de 2 N dans l'urne A (donc 2 N,
3 B dans A et 3 N, 2 B dans B) et on doit perdre une boule noire. Cet événement

P(Zy=1) =PYi-1=0)Py, ,=0)(Ze =1)+ -
+P(Yi—1 =5)Py,_,=5)(Zk = 1)

se réalise ssi on choisit 1 N dans A (probabilité 2/5) eté B cZians f (probabilité 2/5) _ iP(Yk,1 — 1)+ iP(Yk,l —9)+ EP(Yk,l _3)
o - 2 2 _ 4 25 25 25
donc la probabilité de réalisation de cet événement est 5 X E = o5 16
Py, _,=3)(Zy = 1) : on dispose a l'instant (k —1) de 3 N dans l'urne A (donc 3 N, Jr%P(Yk_l =4+ P =5)
2 B dans A et 2 N, 3 B dans B) et on doit perdre une boule noire. Cet événement
se réalise ssi on choisit 1 N dans A (probabilité 3/5) et 1 B dans B (probabilité 3/5)
3 3
donc la probabilité de réalisation de cet événement est v X =2
Py, _,=4)(Zy = 1) : on dispose a l'instant (k —1) de 4 N dans I'urne A (donc 4 N, 3. En utilisant la définition de I’espérance de Zj, et en utilisant les calculs de la question
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précédente, on obtient
E(Zy) =-1P(Zy,=-1)+0P(Z,=0)+1P(Z,=1)
e PVt =0+ Py = 1)+ 2 P(Ye = 2)
= k-1 = 25 k-1 = 25 k-1 =
4 1
+—PY;-1=3)+ —=PYi_1=4)]

25 25
HEP(Ver = 1)+ 2PVt = 2) + 2 P(Yi1 = 3)
25 k—1 — % k-1 — % k-1 —
16
30 P(Viy =4)+ P(¥i 1 =)
e P(YVe1 = 0)— Py = 1) = 2PV =2)
- k—1 — 25 k—1 — 25 k—1 —
5 15
+%P(Yk_1 = 3) + %P(Yk_l = 4) + P(Yk_l = 5)

Puisque
E(Yi_1) =P(Yp-1=1)4+2PYi-1=2)+3P(Y;-1 =3)

+4P(Yi—1 =4) +5P(Ye—1 =5)

2 2 4 6
EE(Y’“’I) = gP(Yk,1 = ].) + SP(Ykil = 2) + *P(kal = 3)

5
8
+3P(Yk_1 =4)+2P(Yy—1 =5)
on en déduit alors que
2 25 25
E(Zy)— -E(Yi—1) =—-PYp-1=0)——PYp_1=1)— —PY;-1=2)

5 25 25

25 25

——PY, 1=3)——=P(Y,_1=4) - P(Yr_1 =
55 P(Yi-1=3) = 5o P(Yio1 = 4) = P(Yi1 = 5)

=—(P(Yy-1=0)+P(Yp1=1)+ P(Yy—1 =2)
+P(Yi1=3)+ P(Yp-1=4) + P(Yy—1=5)) = —1
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4. L’égalité précédente combinée au fait que Z, = Y,_1 — Y montre que :

E(Ye1—Y;) = %E(Yk_l) —1e EY1) — EYy) = %E(Yk_l) ~1

3 3
=4 EE(Yk_l) +1= E(Yk) =4 E(Yk) = SE(Yk_l) +1

5. Recherche de la constante L :

3 2 5
-L+1=L&sl1l=-L&sL=—
) + < ) < 2
. . . i 5 5
On introduit la suite u définie par : Vk € N, usz(Yk)—§©E(Yk):uk+§
5 3 5 3 3 3 5 3 3
= BE(Yis1) - o= 2BE(Vi)+1 -2 =2EW) — 2 = Z(up+2) -2 =2
Ukl = EVi1) = 5 = s EWp) +1 -5 = cEM) — 5 = c(un + 5) — 5 = gun

: . .3
La suite u est géométrique de raison 5 donc :

3 5 3 5
VkeN, wuy= (§)kuo & B(Yy) — 3= (g)k(E(Yo) - 5)
3 5 5 5.3 5
EYVi)=G)rG-)+-=-)+2
< E(Yy) (5) (5 2)+2 2(5) 3
Par conséquent, on a :
2 253 5 3
X _“ o _ Z(Z2 k—1 N —_ (2 k—1
Vk e N*, E(Zy) = 5E(Zk—1) 1 5(2(5) +2) 1 (5)

3 2 )
6. Puisque E et E appartiennent a | — 1,1[, on en déduit que klim E(Y) = 3 et
—+o0
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