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. , .
correct1\on de l fexercme 1 n . na™2 — (n 4+ 1)z 4 o
On procede par récurrence en posant (P,,) : > ka* = e
k= — X
1 1 142 _ 1 1 1+1
Initialisation n =1: (Py): 3 ka* = x (1+ )255 i Y Ona
k=1 (1-2)
1
o Y kit=1xal=2
k=1
2 -1+ D!ttt +2 23 —-222+2  z(@?-22+1) z(z—1)2 (1 —x)?
[ ] = = = = —_— =0
(1—x)? (1—x)? (1—x)? (1—2)% a2=(-a)? (1—x)?
et — (1 + D2ttt + 2

1
ce qui nous permet d’affirmer que Y ka* = donc (P;) est vraie.

k=1 (1—2)?
Hérédité : Supposons que (P,,) soit vraie, montrons que (P, 1) est vraie, c’est-a-dire, supposons que

i kot = na"t2 — (n+ Dzt + o
k=1 - (1 —a)?

et montrons que

% Lk (n+ 1)x(n+1)+2 —((n+1)+ 1)$(n+1)+1 +x _ i fgh — (n+ 1)5[}n+3 —(n+ 2)33n+2 g
k=1 (1-2)” k=1 (1-z)”

Pour cela, on utilise la relation de Chasles

n+1 n n+2 n+1

kak _ kak—i—(n—i—l)xnﬂ _ nant _(n—|—1)2x+ +x—|—(n—|—1)x"+1

k=1 k=1 (Pr) (1-2)
o™ —(n+ D"tz + (n+Da" (1 —2)?  na"?— (n+ D" + o+ (n+ 12" (1 — 2z + a?)
B (1—x)? - (1—x)?
ona"P? — (n+ 12"tz + (n+ D"t — (20 + 2)2" 2 + (n 4 1)z
- (1—=)?
o+ 2"+ (n—2n—-2)z" 42 (n4+ 1Dz 4 (-n—-2)2"+z  (n+1)2" - (n+2)2" "+
- (1—)? B (1—)? B (1—w)?

donc (Pr41) est vraie.
’I’L.’L’n+2 _ (n + 1)xn+1 +

(1—2)?

n
Conclusion : Vn > 1, (P,) est vraie, c'est-a-dire que ¥n > 1, Y ka* =
k=1

correction de I’exercice 2
1. Soit n > 1, en remarquant que les trois entiers (n + 1)27 n,n + 1 sont positifs, on a

1 1 1 1 n+1l-n 1

< _ N < — & 1) < 12 en< 1<0<1
(TL+1)2 \77, TL+1 (ﬂ+1)2 = n(nJrl) TL(TL+1) produit en croix n(n+ )\(’I'L‘l- ) nsnt =
. . 1 1 1
ce qui est vrai donc Vn > 1, m < o= I
1
2. On procede par récurrence en posant (P,) : S, <2 — —.
n
1 11 1
Initialisationn=1: (P;): 51 <2— 1= 1.OnasS; = > ik 1 < 1 donc (Py) est vraie.
k=1
Heérédité : supposons que (P,,) soit vraie et montrons que (P,+1) est vraie, c’est-a-dire supposons que S, < 2 — — et
n

montrons que S, <2— —-.
q n+1l X n+ 1

En utilisant la relation de Chasles, on a

n+1 n
1 1 1 1 1 1 1 1 1
S’n = _— = —_— —_— <2—7 —_— é 2—* - — :2—
1 ; k2 (kzl k2> * (n+1)2 (p,) n ' (n4+1)2 question 1 ntn n+1 n+1

donc (Py41) est vrale.

Conclusion : Vn > 1, (P,) est vraie, c’est-a-dire que Vn > 1, S, <2— —.
n
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1
3. Puisque Vn > 1, S, <2 — — < 2, on en déduit que la suite (S, ), est majorée par 2.
n

Pour montrer qu’elle converge, il suffit de montrer qu’elle est croissante. Pour cela, on étudie le signe de S,,11 — S, et
en utilisant la relation de Chasles, on a

n+1

— 1
Snt1— R*Zkz Zk2<zk2> n+1 Zkﬁi:n—&—) >0

donc la suite (S,,),>1 est croissante et puisqu’elle est majorée, on en déduit qu’elle converge.

correction de I’exercice 3
1. (a) f/(z) =e ™ > 0 sur R donc la fonction f est croissante sur R tout entier.

(b) On introduit la fonction g définie par g(z) = f(x) — x et étudions ses variations sur R..

T 0 +o00
g (x) -
—+00
g(z) /
0

donc la fonction g est positive sur R et elle s’annule si et seulement si = 0, ce qui démontre que

VeeR", f@)<z et fla)=z&x=0

2. (a) On procede par récurrence en posant (P,) : 0 < u, <1
Initialisation n =0: (Py) : 0 < ug < 1 orug=1et'on abien 0 <1< 1 donc (Py) est vraie.
Hérédité : supposons que (P,,) soit vraie et montrons que (P,11) est vraie, c’est-a-dire que supposons que
0 < u, <1 et montrons que 0 < 4,41 < 1. On a

O<u,<le-1<—u,<0sel<em <l el-e!<l-e™<l=0< Uy <1
N—— N—_——

0<l—e—1 =Unp+1

donc (Pp1) est vraie.
Conclusion : Vn >0, (P,) est vraie c’est-a-dire Vn >0, 0 < u, < 1.

(b) up+1 — un = f(un) — un. La question 1) montre que Vo > 0, f(z) < z & f(z) —2 < 0 et u, > 0 donc
Upt1 — Up = f(un) —u, < 0, ce qui montre que la suite u est décroissante.

(¢) La suite u est décroissante et minorée par 0 donc elle converge. Si l’on note L sa limite, on a

Un

Yn>=>0, up1=1—e"",

et puisque
— —-L
U — L, 1—e™ — 1-c¢
n+1 N ntoo ’
on en déduit ’égalité suivante :

L=1-e*< L=/f(L).

Or on sait que la suite u est positive donc sa limite L est positive. La question 1.b) montre que 1'unique solution
positive & x = f(z) est = 0. Par conséquent, L = 0, c’est-a-dire que hrf Uy, = 0.

n—

correction de 1’exercice 4
1. Preuve que ¥n > 0, wu, > 0 On procéde par récurrence en posant (P,) : u, > 0.
Initialisation n =0 : (Pp) : up > 0. Puisque uy = ¢ > 0 d’aprés 1'énoncé, on en déduit que (Py) est vraie.
Heérédité : supposons que (P,) soit vraie et montrons que (P,y1) est vraie, c’est-a-dire, supposons que u, > 0 et
montrons que u,41 > 0. Puisque u,, > 0, on en déduit que u,, +3 >04+3 =3 >0et que 3u, +1>3x0+1=1>0.
Ensuite, le qugtient de deux réels strictement positifs étant un réel strictement positif, on est en droit d’affirmer que
uTL +
3u, +1

Upt1 = > 0 donc (Py,41) est vraie.

www.mathematiques.fr.st 2 abdellah bechata


file:www.mathematiques.fr.st

PHEC1 Correction ds 2

2004-2005

Conclusion : ¥n >0, (P,) est vraie, c’est-a-dire que Vn > 0,

Uy > 0.

Détermination des limites possibles la suite u : On suppose que u converge et 'on note L sa limite. Puisque 'on a

Up + 3
3u, +1°

Up + 3

Un+1 =

on en déduit que

., 22
3up +1 n—too 3L+ 1’

L+3 L

n—-+o0o

Un+1

L+3
= 3L—:1 S BL+1)L=L+33l°=3Lel’-L=0&LL-1)=0&L=00oulL=1
) . . § . L+3 P . .
Les valeurs 0 et 1 n’étant pas interdites dans ’équation L = 31 on en déduit que les limites possibles de L sont 0
ou 1.
2. On procede par récurrence en posant (Py,) : up, = Un
W,
Initialisation n =0 : (Py) : ug = P Ona ug = c et % _ £ _ ¢ donc Uug = U—O, ce qui montre que (Py) est vraie.
wo Wo 1 wo
Un
Heérédité : supposons que (P,,) soit vraie et montrons que (P,,+1) est vraie, c’est-a-dire supposons que u, = — et
montrons que Uy41 = Unt1 . La définition des suites u,v et w nous montre que
Wn 41
U vy, + 3wy, TUntl
w _ Uy, + 3 — Wnp, — W _ U + Swn Wn, _ Un+1
el 3u, +1 (P) 3”7” +1 3V, + Wy, Wy, 3vp + Wy Wpta
Wn, w
n =Wn+1
donc (P,+1) est vraie.
Conclusion : ¥n > 0, (P,) est vraie, c’est-a-dire que Vn > 0, u, = U—n.
w'ﬂ
3. (a) En utilisant les définitions des suites ¢, z, v, w, on a
t’n-i—l Un+1 + Wp+1 = (Un + 31/,1”) + (3Un + wn) - 4Un + 4wn = 4(Un + wn) = 4tn
Zntl = Unil — Wpp1 = (Un + 3wy,) — (Buy, +wy) = =20, + 2w, = —2(v, — wy) = —22,
donc la suite t est une suite géométrique de raison 4 et z est une suite géométrique de raisons —2.
(b) La caractérisation des suites géométriques nous montre que
Vn > 0, t,=4"t = 4”(’00 + w()) = 4"(0 + 1)
Yn =2 0, z,=(-2)"2=(-2)"(vo—wo)=(-2)"(c—1)
Autrement dit, en utilisant la définition des suites ¢ et z, on a
vy Fw, = 4"%(c+1) - 2v, = 4"(c+1)+(-2)"(c—1) L1+ Lo
Uy —w, = (=2)"(c—1) 2w, = 4"(c+1)—(-2)"(c—1) Ly - Lo
1
vn = A"+ 1)+ (=2)"(c-1)]
=
wn = e+ 1) = (-2 1))
4. Les questions 2) et 3.b) montrent que Vn > 0,
1 (—2)"
Z[qn 9\ 4" | (c+1) + c—1
. 5 (A" (c+ 1)+ (—=2)"(c — 1)] B A(c+ 1)+ (=2)"(c— 1) B {( ) An ( )
o1 C4r(e+1) = (=2)*(c—1) —2)"
et - (2remyp FEFTDTEETD ) S ey
-2 1
(c+ D)+ () e=1)  (e+1)+(—5)e—1)
- —2 - 1
(c+1) = (TIe=1)  (e+1)=(—5)(c—1)
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1 1
5. Puisque —3 €] —1,1], la suite (—5)” tend vers 0 et la question 4) nous montre alors que

correction de ’exercice 5
1. Supposons que la suite u converge. On note L sa limite. Puisque I'on a

1 1 1
Vn >0, Upir=u,+=(a—u), U1 — L, u,+=(a—u2)—L+=(a—L?,
2 n—+o0 2 2

on en déduit que

1 1
L:L+§(a—L2)<:>§(a—L2):O@L2:a<:>L:j:\/57

c’est-a-dire que les limites possibles de u sont —+/a ou +/a.

2. La relation de récurrence que satisfait 4 nous donne

\/afun—&-l = f* (un + %(afu%)) = \/a—u" - %(a*ui) = \/a*un - %(\/E*Un)(\/aJrun)

— (Va-u) (1= 50atw)) = 5(va-u) @2~ vVa- )

3. On procede par récurrence en posant (P,) : 0 < u,, < +/a.
Initialisation : (Py) : 0 < up < v/a et puisque ug = 0, on en déduit que (Py) est vraie.
Heérédité : supposons que (P,) soit vraie, montrons que (Pn,41) est vraie, c’est-a~dire supposons que 0 < u,, < /a,
montrons que 0 < u,11 < V.
Puisque 0 < u,, < +/a, en élevant au carré, on obtient que 0 < qu <a= a®—u, > 0donc

1
S~~~ 2 N——
=0 I >0

Upt1 = Up + (afui)k(]

(=)

Ensuite, en utilisant la relation obtenue a la question 2), on a

1
\f_un+1:§( \f_un )(2—\/6—11,”)
—_———
>0 d’apres (Pr)

et comme

0 < up<Vae —Va<-u, <062-Va—Va<
= 2-2Va<2-Va-u,<2( 1-va )<
N——

>0 d’apreés I’énoncé

donc 2 — v/a — u, > 0. Par conséquent, \/a — up41 = 0 S upt1 < v/a, ce qui démontre (Pp41).
Conclusion : Vn >0, (P,) est vraie, c’est-a-dire que Vn > 0, 0 < u, <.

4. La question 3) nous montre que u, 1 < v/a < v/a — u,11 > 0. Pour Pautre inégalité, on utilise la question 2)
1
Va— = i(ﬁ_u") (2—Va—uy)
et comme nous avons vu dans cette question que
2-Va—u, <2-Va,

on en déduit que

(V=) (2= va) = (Va - u) (1)

|~

Va —tny1 <

Par conséquent, on a bien montré que

Vn

Y
=
(e
N
S
:

i
N
T
!

B
S~—~
S
§
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Vva

n
5. On procede par récurrence en posant (P,,) : 0 < a —u, < Va < - > .

2

0
Intialisation : (Py) : 0 < va —ug < +a (1 — ?) .Orona

donconabien()g\/auog\/a(l

Va—ug=va-0=va>0 et \/E< —\f)o—\/&
\/» 0

TG et (Po) est vraie.

Héreédité : supposons que (P,,) soit vraie et montrons que (P,41) est vraie, c’est-a-dire supposons que

osﬁ—%sﬁ@—ff

et montrons que

n+1
Oé\/a—unﬂé\/a(l—\é&)

Cela découle simplement de la question 4) et ’hypothése de récurrence (P,,)

SVa—un < (1= 5= ) (Va—up) o " o\
0<0<\/a+un<<<\/a(i>\f>n :>0<\/5u7:,+1<< \g)\/&(l‘[> —ﬁ(l\f) -

Ja

2 2

donc (Py+1) est vraie.

Ja

n
Conclusion : Vn >0, (P,) est vraie, c’est-a-dire que Vn. >0, 0<+a—u, < a < — 2)

6. Puisque 0 < a < 1, on obtient que

donc 1 —

Vi _ g1/

1
O<\/6<1<:>71<7\/5<0<:)77<—a<0@7<17—a<1

2 2 2 2
% €] — 1,1] et la suite géométrique /a (1 — g converge vers (. L’encadrement démontrer dans la

question 5) nous permet alors d’appliquer le théoréme d’encadrement donc

lim (Va—u,)=0% lim u,=+a

n—-+4oo n—-+oo

correction de ’exercice 6
1. (a) Le tirage de 4 boules se représente par une 4-liste (21, zo, 23, x4), ol z; désigne la boule obtenue au i préléve-

ieme

ment donc chaque x; a 4 possibilités. Les x; ne peuvent étre identiques (x; = x5 signifie que la seconde boule est
identique & la premiére, ce qui n’est pas possible, méme si leurs couleurs respectives sont identiques, les boules
sont physiquement distinctes). L’ordre intervient clairement donc I'ensemble des tirages possibles correspond a
I’ensemble des 4-listes d'un ensemble a 4 élémentsPour piocher successivement 4 boules parmi 4 boules, il y a
A} = 4! = 24 possibilités.

(b) On note Ay : "obtenir la derniére boule blanche au k%*™¢ prélévement "

i. A; se réalise si et seulement la premiére boule est blanche (1 seul choix pour celle-ci), puis les 3 boules

suivantes (qui sont les noires restantes) ont respectivement 3,2 et 1 possibilités, ce qui nous donne

1x3x2x1 6 1
P(Al)ziz—zf
Aﬁ 24 4

il. Ao se réalise si et seulement la premiére boule est noire (elle a 3 possibilités), la seconde est blanche (1

seul choix pour celle-ci), puis les 2 boules suivantes (qui sont les noires restantes) ont respectivement 2 et 1
possibilités, ce qui nous donne
3x1x2x1 6 1
Pl =" =3171
4
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iii. As se réalise si et seulement les deux premieres boules sont noires (3 possibilités pour la premiére et 2 pour
la suivante), la troiséme est blanche (1 seul choix pour celle-ci), puis la derniére (qui est la noire restante) a
1 seule possibilité, ce qui nous donne

I3x2x1x1 6 1
P =—r— =571

iv. Ay se réalise si et seulement les trois premiéres boules sont noires (3 possibilités pour la premiére, 2 pour la
deuxiéme, 1 pour la derniére), la quatrieéme est blanche (1 seul choix pour celle-ci), ce qui nous donne

3x2x1x1 6 1
P A =— = — = -
(A1) A% 24~ 4
2. Comme précédemment, il y a 24 possibilités de tirages. On note

e Ay : "obtenir la derniére boule blanche au k*"*¢ prélévement "
e B "obtienir une boule noire au k"¢ prélévement "

e N} "obtenir une boule blanche au k**™¢ prélevement "

(a) Il est aisé de vérifier que As = (By N B2 N N3 N Ny), ce qui nous donne

2x1x2x1 1
P(Ag):P(BlﬂB20N3QN4):T:6

(b) Tl est aisé de vérifier que
Az = (B1NNaN B3N Ny) U (NN By N B3N Ny),

cette union étant clairement disjointe, on a

P(A3) = P(By N No 1\ By N\ Ny) + P(Ny 1 By N By N Ny) = 2“2);1 x1, 2x 1;42X ! :%Jr%:%
(¢) Il est aisé de vérifier que
Ay =(BiNNaN N3N By)U(NyNByN N3N By)U (NN Na N B3N By),
cette union étant clairement disjointe, on a
P(A3) = P(BiNNaNN3NBy)+ P(NyNByN N3N By)+ P(Ny N NaN By N By)
_ 2><2><1><1+2><2><1><1+2><1><2><1:1+1+1:1
24 24 24 6 6 6 2
3. Il existe A7 = n! tirages possibles. Avec les notations du 2, on a
A =(N1N-- N N1 N BN Nggp1 N+ Ny),
ce qui nous donne
les boules noires
P(Ag)=P(N1N--- N N1 N By N Ngp1N---Ny) = SRR (N;\f?) e N(><N(J:71)!1)! :%
Remarque : on retrouve le cas N =4 car
1

P(Ay) = P(A2) = P(A3) = P(Ay) = 1
4. 1y a AN = NI tirages possibles. Avec les notations du 2, puisque le k*™e tirage donne nécessairement une boule
blanche et que I’autre boule blanche apparait au 1¢",2"¢ ..., (k — 1)*™¢ tirage, on a

A, = (BlﬂNgﬂ---Nk,1ﬂBkﬂNk+1ﬂ“-ﬂNN)U(NlﬂBQﬁNgﬂ"'ﬁN}c,1ﬁBkﬂNkJrlﬁ“-ﬂNN)
U~-U(N1ﬂ~~~ﬁNk,2ﬂBk,lﬁBkﬁNk+1ﬁ~~ﬂNN)7

cette réunion étant disjointe, on peut donc écrire

P(Ak> = P(BlﬂNgﬂ---NkflﬂBkﬁNkJrlﬂ“-ﬂNN)-i-P(NlﬂBQﬁNgﬂ-'-ﬂNk,1ﬂBkﬂNkJrlﬁ-"ﬁNN)
+- 4+ P(Ni1N-- NNp_2NBr_1 N BN N1 N---N Ny)
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Il est aisé de vérifier que
P(BiNBy;NN3N---NNy) P(Nt1NB2NN3N---N N1 N B NNy N---NNy)

= (Nlﬂ'-~me,QQBk,1mBkme+1m-”ﬂNN)

les boules noires les boules blanches
~
O (N=2)x (N —=3)x---x2x 2x1
o N!
21 x (N — 2)! 2

Nx(N-1)x(N—-2)! N(N-1)

Puisque P(Ay) est la somme de k — 1 probabilités identiques, on en déduit que

2 2(k—1)
(4x) N(N—l)(k ) NN —1)
Remarque : si N =4, on réobtient que
22-1) 1 23-1) 1 24-1) 1
P(A))=—F ==, PA3)=——— ==, PAy)=———+==
W) ="F5 —¢ PW="ng =3 PUI="55 =3

correction de I’exercice 7
1. Soit v la suite définie par Vn > 0, v, = an + (. Elle vérifie 'égalité (F) si et seulement si

Vn =2 0, (a+bd(a(n+1)+8)=(@@+b—1(an+p5)+b+n
& Y20, na(a+bd)+(a+d)(a+p)=n(a(a+b—-1)+1)+F(a+b—-1)+b
En utilisant le principe d’identification, on obtient

{ a(a+b) ala+b—1)+1 { ala+b—(a+b-1) =1
(a+0b)(a+p3) Bla+b—1)+b (a+ba+(a+b—(a+b—-1)8 = b

N « =1 N a = 1
(a+b)+8 = b B = -—a
Par conséquent, la suite v est définie par Vn >0, v, =n — a.

2. (a) Par construction, on a

at+b—1 b n

Yn20, yp=a,—(n—a)Sx,=y+n—a et x4 = P Tn a+b+a+b
ce qui nous donne
a+b—1 b n
n = n - 1) - = n -n—1
Yn+1 Tn+1— (R +1) —a) axd Ity tagy o tta
a+b—1 b n
= _— n — _— — —]_
a+b (yn +m a)+a+b+a+b " ta
_a+tb-1 +a—|—b—1n_a2—|—ab—a+ b . n -1+
N a+b Yn a+b a+b a+b a+b
_a+b-1 a+b—1+ 1 _ n_a2+ab—a b _a+b a’® +ab
B a+b " a+b a+b a+b a+b a+bd a-+b
a+b—1 at+b—1+1—a—0> —a?—ab+a+b—a—-b+a’+ab
— n n+
a+b a+b a+b
_a+b-1
atb Yn
b—1
La suite y est donc bien géométrique de raison % donc
a+b—1\" a+b—1\" a+b—1\"
W0, go= () go= (= —(0—a) = (12—
" Y ( atb ) yo ( atb ) (2o = (0—a)) ( atb ) (@0 +a)
b—l n
(b) anyn+n—a:<aZ+b> (xo+a)+n—a
b—1 b—1\"
(¢) D’une part, % €]0,1[C]—1, 1], donc nEIJIrloo (%) (ro+a) = 0 et d’autre part, ngrfoo(nfa) = 400,
on obtient que lil;rrl T, = +oo.
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