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1 EXERCICE
1.1 Etude de f.

1. L’intervalle de définition de f est symétrique par rapport a 0 et

1 1

2. La fonction f est croissante sur R_ et décroissante sur R,.
3. lim f(z)=0.

x——+00
4. Le tableau de variations de f montre que Vz € R,
sur R.

= f(z) donc f est paire.

0 < f(z) <1 donc f est bornée

»

6. La fonction f est strictement décroissante sur [0, +o0o[ et continue sur cet intervalle
donc elle réalise une bijection de [0, +oo[ sur son image f([0,+oc[) =]0, 1] (d’apres
le tableau de variations).

7.
1 1 1
) = Yy —m—=y -=\1+a2e = =1+2>
@) Y Tt 'y y?
1 1
pas ;52:?_1@95: ?—1(cara:€[0,+oo[).

8. La réciproque f~! de f est définie sur ]0, 1] & valeurs dans [0, +oc[. Elle associe & un
élément y €]0, 1] son unique antécédent appartenant a [0, +o00[. Le calcul précédent

1
montre que Iantécédent de y recherché est /— — 1 donc
)
1 1
Vy 6]07 1}7 f (y) = ? -1

www.mathematiques.fr.st

1.2 Calcul d’aire

1. La fonction s(z) =  + v2 + 1 est strictement positive sur Ry car

s(z) 2 Vat+121>0

. 91l existe zp < 0, puisque s(0) = 1, le théoréme des valeurs intermédiaires montre
qu’il existe ¢ € [z, 0] tel que

s@)=0&ct+Ve2+1=0V2+1l=—-—c=+1=(-c)=c"=1=0!

Ce n’est pas possible donc te la fonction s est toujours strictement positive. Par
conséquent, In (z + v/z2 + 1) est définie pour tout réel z donc Dp = R.

2. La fonction z — =z + V22 +1est C' sur R, Vo € R, z 4+ vz2+1 > 0 donc
z—In(z + Va2 +1) est C! sur R.

x \/m+w
@+vZrD Y VEiT  vead
s+Var+1l o+ Vai+l a+Va?tl
Va?+1+z 1 1

2 41 Xx+\/x2+1_\/x2+1

YV

e R, Fl(z)=

donc F' est bien une primitive de f sur R.

3. Le domaine de définition de F' est R, qui est symétrique par rapport a l’origine. Pour
montrer que F' est impaire, il suffit de montrer que F(—x) = —F(x).

F(—m):ln(—x—&—\/m) :ln(—x+ x2+1).

A priori, on ne voit pas apparaitre —F(x). Pour montrer que F est impair, il faut
montrer que

F(—z)— (—F(z))=0& F(—z)+ F(z) =0

F(-z)+ F(z) = ln(—x—|— $2+1>—|—ln(z+ 1:2—|—1)

1n[(—x+ x2+1) (m+ x2+1)} ((—a+b)(a+b) =)

2
In(—2? + ( x? 4+ 1) y=In(—2?+2*+1)=In1 =0 (cqfd)
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4. Lorsque z — +oo, lim x =+ococet lim vz?2+1=+4ocodonc lim F(z)= +oo.

r——+00 r——+00 r——+00
Pour la limite en —oo, on utilise la parité.

lim F(z) = lim F(—

T— —00 r=—t t——+o0

t)=— lim F(t) = —oc.

t——+oo

2
/f@Mx=umm;” F2)) = F())
A

2N+ VAN + 1
= (22 4+ Va2 +1) —In( A+ V22 +1)=In | ZYX 2 ).
( )i )= (v

Pour déterminer la limite de A () lorsque A tend vers 400, on commence par calculer

20+ V4N + 1
A+ VAT +1

1 1 1

A+20/14+ — A[2+2 1+) 249, /1 4+ —
+ +4)\2: ( \/ ) +24/ +4)\2
1
)\+)\”1+P
done Tim 2\ + \/4)\2 1 2+2
A—+oo )\_~_1/A2 71—'—1

1.3 Etude de la suite (u,).

la limite, lorsque A tend vers +oo de

2A+ VAN +1
A+ VAT +1

1 N 1
A(l—ﬂ/l—&-)\z) 1+ H?

= 2, ce qui implique que \ lim A(\) =1n2.
——+o00

= [m(z+va?+1)]_,=m2-Inl=In2

\/1+x2

o= s
0
1
| —==—=dz. Si on pose u = x? + 1 alors v’ = 2z. La fonction
0

\/1+x

1 1
z — Sl

u’
Vita22vu 2
admet comme primitive

11
2 -1/2+1

[VaZ ¥ 1) =va—VI=v2- 1.

—1/241 _

V2 = u=+z2+1

Ainsi, u; =
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/230\/ 1+ 22dx = V2 — /2:5\/ 1+ 22dx.

On voit de nouveau une dérivée. Si ’on pose u = 1 + 22 alors la fonction

22/ 1+ 22 = u'Vu = v'u'/?

posséde comme primitive la fonction

1 1241 _ 2 32 2 243/2
= - = - 1 .
1/2+1 3" gt+a7)
Nous avons donc
32" _ 2 032 2
21?\/1—|—md:l:— 1—|—z) =222 -1)=Z(2v2-1)
) w—o 9 3
2 2
etU3:\/§—*(2\/>—].) 3 £

& w

1 n+1 1 n 1 xn+1 — " 1 .’bn(l' _ 1)
B s~ = [ e — [ ——de = [T e = [
vi+zx 0o Vi+zx o Vi+z o V1i+zx
. x"(x—1) . .

La fonction & — ———= est négative sur [0, 1] donc son intégrale sur [0, 1] est

) est ey 0.1 grale sur [0,

négative, ce qui implique que u, 11 — u, < 0 donc la suite (u,) est décroissante.

xn

4. La fonction x — ————= est positive sur [0,1] donc son intégrale sur cet inter-

V1+2?
valle est positive, ce qui implique que ¥n > 0, wu, > 0. Ainsi, la suite (u,) est
décroissante, minorée par 0 donc elle converge dans R.

5. Vz €[0,1],VneN, 1< +v1+22<2donc
Ve e[0,1], VneN, 0<= <
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Puisque 2™ > 0 sur l'intervalle [0, 1], on en déduit que

mn

Ve e [0,1], Vn € N, 00— < z"™.
0-1 V14 a2
En intégrant cette inégalité sur [0, 1], on obtient que :
y i i gl 77=! 1 1
Vn e N*, 0< / dr < /m"dm{ } = <0< u, <
V14 22 n+1],_, n+l n+1
0 0

6. La suite (u,) est encadrée par deux suites tendant vers 0 donc le théoréme d’enca-

drement montre que lim wu, = 0.
n—-+oo

2 EXERCICE

2.1 Exponentielle d’'une matrice carrée d’ordre 3.

x a
1. Posons X = |y | et Y = | b|. La matrice P est inversible si et seulement si
z c

léquation PX =Y € 931(R) admet, quel que soit Y € M3 1(R), une et seule
solution X € mg,l(R).

Wty+z = a 204+ 1y + 2 = a
PX=Y&!{ —z+2y—2 = b & ety -z Loye2La+Ls
T—y+=z = c rT—y+=z L3~2?3—L1
2w+y+z = a 20 +y+z = a
& S5y—z = 2b+a & oY — 2z = a+2b
3y+z = 2—a 2z 5T taLs —2a 4 6b 4+ 10c

Ce dernier systéme est carré, triangulaire supérieur et tous ses coefficients diagonaux
sont non nuls donc le systéme est de Cramer, ce qui implique que P est inversible et

z = —a+3b+ 5c
1 x=a—2b—3c
PX = vel v = slt2tz)=btc o0 y—pie
1 - _
T = §(a—y—z):a—2b—3c z=—a+3b+5c
1 -2 -3 1 -2 -3
& X=|l0 1 1]|]yepr'=l0 1 1
-1 3 b) -1 3 5
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0 72
0 =03doncVn >3, Tr=1T""3T3=0.
0

0

0

0
0
0
0

n>3 0=T"=(PAP Y =PA"P~ldoncVn >3, A"=P l0P=0.

(a) On développe simplement la formule en utilisant que A” =0 sin > 3.

2 12
EMQE®{) = (I+tA+ %Az)(1+t’A+ %Az)

t/2 t2
= I+t'A+ ?A2 +tA+ 'A% + 5A2
t2 4+ 2t + 12
= I—i—(t—&-t’)A—k%/ﬁ

(t+1t)?
2

= I+(t+tHA+——LA2=E{t+1).

(b) E(t)E(—t) = E(t + (—t)) = E(0) = I donc E(t) est inversible et E(—t) =
2
I—tA+ %Az est son inverse.

(c)n=2, E@t)?=E@)E®l) =E{t+t)=FE2t),
n=3, E(t)®=E(t)?E(t) = E(2t)E(t) = E(2t +t) = E(3t).
Montrons par récurrence que pour tout réel t et tout entier n, la proposition
(Pn) : E(t)" = E(nt) est vraie
Intialisation : n =0, FE(¢)° =1 = FE(0) donc (Pp) est vraie.
Heérédité : supposons que (P,,) est vraie.

E@)"™ = E®)"E(t) & E(nt)E(t) = E(nt +t) = E((n+ 1)t)

donc (Py,41) est vraie donc

2
=E(nt)=1+ntA+ (TL%)A?.
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2.2 Exponentielle d’une matrice carrée d’ordre 2.

1. Lamatrice B—AI = ( _/2\ 3 __i ) n’est pas inversible si et seulement si le systéme
suivant n’est pas de Cramer
{ -z —y =0 20+ (3- ANy =0
oS 1 Lo
20+(3-XNy =0 —Ar —y =0
2e 4+ (3—- Ny =0
= _ -9 _
(AB =) )y Ly—2Lo+AL; 0

Ce dernier systéme étant carré et triangulaire, son premier coefficient diagonal étant
non nul, il n’est pas de cramer si et seulement si

AM3-N—-2=0e-N+3)1-2=0A=1oul=2.

2. Posons X = <;> alors

_ —y == _ _ 1
BX = X®{2x+3y=y < {y= x@X—x<_1>

_ —y =2z _ B 1
BX = 2X<:>{2x+3y_2y < {y= 2x<:>X—m(2>.

3. OmposeQz(l1 12).

a+b=0
0 -1 a+b a a=-1
2 _ _
(a) @ “Q”I‘l’(l 3 >< —a —2a+b>@ —a=1
—2a+b=3

{ ab::_ll donc Q2 =—-Q+1
b) @*+Q =1 & Q(Q+I) = I donc Q est inversible et Q=2 = Q +1 =

< _21 _11 ) et un calcul direct montre que Q~'BQ = D.

Q7 'BQ=D=VYn>0, (Q'BQ"=D"=Q 'B"Q=D"< B"=QD"Q"!
1

w1 10 2 1\ _( 2-2 1-2"
-1 -2 0 2n -1 -1 )~ ontl—2 ontl_q

www.mathematiques.fr.st 4

5. Par définition de 'addition des matrices, le coeffient 1,1 de E,,(t) est la somme des

tk tk
coeflicients 1,1 de EBk’ qui est EQ — 2F) donc
" gk o =2tk —2kgk B ogk  (9p)F
Vn €N, an(t):ZH(Q—Q ):ZT:ZT'
k=0 k=0 k=0

De méme, Vn € N, on a

n k n E_ k

k=0 k=0
R "L 2(2t)k — 2tk
Cn = 27(2 *Q)ZZ ] ’
k=0 k=0
n ok n k k
t 2(2t)F —t
N Y e
k=0 k=0

6. Si on léve la téte du guidon et que l'on regarde la question suivante, il est indiqué

n_ tk
que lim a,(t) = e’ — e*. On doit alors se demander si lim > —

= et. Eclair
n—-4o00 n—-+4o0o k=0 k'

k
de génie, les séries! La série Y —— converge et sa somme est e*, c’est-a-dire, la

nso k!
n_ ok
suite S, (x) = > — converge vers e”.
k=0 k!
ootk — (20 2th 2" otk (20" A
=2 Tl T W T T e
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

De méme, on a :

n kE_ k n k n k
by = P ECL 5L B

| | I n—doo
k=0 Al k=0 k=0 M
"L 2(2t)k — 2tk " (2t)F Utk ot ot
cn(t) = 27;@! =2 - 72ZHHH*J>FOOQ€ —2¢
k=0 0 k=0

k=
"L 2(2t)F — ¢k ook Ktk
dn — Z ( ) :22( ) _ e _ 2€2t—€t.
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(a) La question précédente résoud cette question, qui, soit dit en passant, ne sert
qu’a rappeler aux étudiants de faire intervenir les séries pour résoudre la ques-
tion précédente !

(b)
9t _ o2t ot _ g2t 9et ot g2t g2
( 2e%t — 2¢t 2e2t — ¢t ) - ( —2et  —et >+< 2¢%t 22t )
2 1 -1 -1

_ ot 2t

- (5 ) (R )
2 1 -1 -1

doncE1<_2 _l)etE2<2 2).

(C) E% = E17 E% = Eg, E1E2 = 07 E2E1 =0.
(d)

E(t) =

E)E(—t) = (e'Ey+e*Ey)(e "By + e %' Ey)
= Ei+e'E\Fy+e'EyFy +E3=FE +Fy=1.

La matrice E(t) est donc inversible et son inverse est E(—t)

3 Exercice

1. Notons, improprement, A I’événement " le serveur A est choisi ", B ’événement " le
serveur B est choisi ", T I’événement " il a une erreur de transmission ". L’énoncé

1
indique que P(A) = 1—70, P(B) = %, Py(T) = 0 (le serveur A étant choisi, on a 1
5 1
chance sur 10 pour qu’il y ait une erreur de transmission) et Pg(T) = 100 = 20°

(a) Soit on a choisi le serveur A, soit on a choisi le serveur B. La famille (A, B) étant
un systéme complet d’événements, la formule des probabilités totales montre
que

71 3 1 1 17

(b) Ce qui est réalisé est 'erreur de transmission, ce que l'on souhaite est que le
serveur A soit choisi. On nous demande donc de calculer Pr(A). Notre ami

www.mathematiques.fr.st 5

Bayes nous fournit I'égalité

17
PA(T)P(A) 19’0 7 200 14
r(4) P(T) 17 100717 17
200

L’énoncé nous mache le travail :-). L’événement (L = k) signifie que que 1'on
a utilisé durant les k premiers jours le méme serveur, soit toujours le A, soit
toujours le B, et le (k -+ 1)*™¢ jour on a utilisé I'autre serveur. Ainsi, on a

(L1 = k) = (A...A)B U (B...B)A.
k fois k fois

Les événements A...AB et B...BA sont clairement incompatibles (disjoints en
terme d’ensemble) donc

P(L, = k) = P(A...AB) + P(B..BA).

Les choix des serveurs étant supposés indépendants, on a

P(Li = k)= P(A)..P(A)P(B)+ P(B)..P(B)P(A)
= (P(A)*P(B) + (P(B))*P(A) = (0.7)" (0.3) + (0.3)" (0.7)..
+o00 +oo 400 +oo
Spli=k) = (0.7)%(0.3) + (0.3)* (0.7) = (0.3) > (0.7)" + (0.7) > (0.3)*
k=1 k=1 k=1 k=1
= (03) (0.0 + 072+ ) + (0.7 ((03) + (0.3 +--)
= (0.3)(0.7) (1 + (0.7) +---) + (0.7)(0.3) (1 + (0.3) +-- )
+oo +oo
= (0.3)(0.7) > (0.0)" + (0.7)(0.3) > (0.3)"
k=0 k=0

= (0.71)+(0.3)=1
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¢) Montrons que L; admet une espérance. La série kP(L, = k) s’écit e) L2(2) = N* et pour tout 5 € N*, on a
() q D > kP( ) (e) La( P j ,
k=1
ka (L1 = k) = (0.3) Z k(0.7)% + (0.7) Zk(O.S)’“ P(Ly, = j)= ZP(L1 =iNLy=j)= Z ((0.7)""1(0.3)7 + (0.3)""1(0.7)7)
k>1 k>1 k>1 i=1 i=1
= (0.3)7) (0.7)" +(0.7)7 Y (0.3)"*!
Puisque (0.3) et (0,7) appartiennent a l'intervalle | — 1, 1], les séries Y k(0.7)* ; ;
k>1 B 9 3 3
et > k(0.3)* sont convergentes donc la série > kP(L; = k) est convergente. (0.3 ((0.7)* + (0.7)* +-++) + (0.7)((03)* + (03)° + - )
k>1 k>1 (0.3)7(0.7)*(1 4 (0.7) + -+ ) + (0.7)7(0.3)*(1 + (0.3) + - - -)
En outre, I'espérance de L; est ' ) 1 1
= (0.3)7(0.7)". +(0.7)7(0.3)*. ————
(03 01 1575 + O 03—
= = w©= w©= = (0.3Y771(0.7)% + (0.7)77(0.3)?
E(Ly) = (03)) k(0.7 1) k(0.3)F =(0.3) Y k(O0.7)F 4+ (0.7)> k(0.3)F
k=1 k=1 k=0 k=0
(0.7) (0.3) (0.7) (0.3)
0.3 0.7 = (0.3 0.7 3.
O Ga—omz T O a0z ~ “osz T O 0me
(07 (03) 7 3 58
~ (03 T 07) 3 T 77 91" (a) Soit & V'expérience : " choix du serveur ". On répéte n fois Uexpérience &,
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Ly(Q) = N* (si on a ABA alors L1 = 1 et Ly = 1). Soient ¢ € N* et
j € N\{0, 1}, 'événement (L; = iN Ly = j) signifie que 'on a choisi soit A du-
rant les i premiers jours puis B durant les j jours suivants et A le (i+j 4 1)%™¢
jour, soit B durant les ¢ premiers jours puis A durant les j jours suivants et B
le (i 4 j + 1)%**™¢ jour. On en déduit que :

(Li =iN Ly = j) = (A..AB...BA) U

i fois 7 fois

(B...BA...AB).
—

i fois j fois

En particulier, on a choisi (¢ + 1) fois le serveur A et j fois le serveur B dans le
premier cas et (¢ + 1) fois le serveur B et j fois le serveur B dans le deuxiéme
cas. Les événements (A..AB...BA) et (B...BA...AB) étant incompatibles et les
choix des serveurs indépendants, on obtient, pour tous les entiers 7, j non nuls,

AP(Ll‘—ZFWLQ
= (P(A))*(P(B)Y

j) = P(A..AB...BA) + P(B...BA...AB)
+ (P(B))"Y(P(A)) = (0.7)"71(0.3)7 + (0.3)"1(0.7)

6/

ces expériences étant deux a deux indépendantes. La variable IV, représente
le nombre de fois ou I’événement A se réalise donc N,, suit la loi binomiale

B(n, (0.7)) donc
No(Q) = [0,n] et Vk € [0,n], P(N, =k) = (3)(0.7)*(0.3)"*
et E(N,) = (0.7)n =, V(X) =n(0.7)(0.3). = (0.21)n.

" "

Soit &' lexpérience " choix du serveur ". On répete indéfiniment les expé-
riences £’ jusqu’a la premiére réalisation de 1’événement A (choix du serveur
A). Puisque les expériences étant deux a deux indépendantes, que P(A) = 0.7,
on en déduit que la variable T suit la loi géométrique G(0.7).

T1(Q) =N*et Vn e N, P(Ty =n) = (0.7)(0.3)"*
D’autre part, les séries >. nP(Ty = n) = (0.3)710.7) 3 n(0.3)" et
n=1 n>1
SN n?P(Ty = n) = (0.3)71(0.7) 3 n%(0.3)" sont convergentes car (0.7) €
n=1 n>1
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] — 1,1] donc T; admet une espérance et une variance.

+o0 too

E(Ty) = (0.3)7(0.7) ) n(0.3)" = (0.3)71(0.7) Y _n(0.3)"
n=1 n=0

— (03 '(07) 03 (07 _ 1 10

(1-(03)2 (072 (0.7) 7

+oo +o00

E(T?) = (0.3)71(0.7) ) n*(0.3)" = (0.3)71(0.7) > _ n?(0.3)"
B _ (0.3)((0.3) +1)  (1.7)(0.7) 1.7 17 10 17
= (0.3)71(0.7). 03P~ T T T

V(T = B(I?)— (B(T)? = 17 10> 17x7-10> 19

A 72 T 49

(¢) Pour commencer T5(2) = N\{0,1} (il faut deux tentatives pour obtenir une
seconde fois le serveur A). Si k > 2, la réalisation de I'événement (To = k)
signifie que durant les (k — 1) premiers jours, on a choisi qu'une seule fois le
serveur A, c’est-a-dire Ny_; = 1, et que le k™ jour, on a choisi le serveur
A. Les évements (Ny_1 = 1) et A sont indépendants (les choix des serveurs
précédents le k™€ jour n’influe pas sur le choix du serveur du k™€ jour). On
en déduit que

P(T, = k)=P(Ny_1=1NA=P(Ny_, =1)P(A)
= (*70.1)'0.3)*"V=1(0.7) = (k — 1)(0.7)%(0.3)" 2.

4 Exercice (extrait ESCP 1994)
1.
1
(a) La dérivée de g est ¢'(z) = 322 — 6z — 4 dont les racines sont v = 1 — g\/ﬁ <0

1
et =1+ g\/21 > 0. On en déduit le tableau de variation de g

T —00 « I} +00
g'(x) + - +
gla) >0 +o0o
9(x) / N /
—00 9(8) <0
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La fonction g est continue sur R, elle est strictement croissante sur |—oo, o] donc
elle réalise une bijection de | — 0o, @] sur | — 00, g()]. Puisque 0 €] — o0, g()],
léquation g(z) = 0 admet une unique racine x; €] — 0o, ). On procede de
méme sur U'intervalle [«, 8] (ce qui donne z2) et sur [, +o00[ (ce qui donne z3).
Ainsi, I’équation g(z) = 0 admet trois solutions dans R.

(b) Puisque la fonction g est strictement décroissante sur l'intervalle [1,2] C [a, S]
et que g(1) =2 > g(z2) =0 > ¢g(2) = —4,0n en déduit que 1 < x5 < 2.

1
flx) = 95@6(963—3%24-237—&—8):x©m3—3x2+2x+8:6x
& 2 -3 —4x+8=0sg(x)=0
Puisque g(z2) = 0, on en déduit que f (z2) = 5.

(b) Il est indispensable de dresser le tableau de variation de f sur [1,2]. La déri-

1 1
vée de f est f'(z) = g (32% — 6z + 2) dont les racines sont y = 1 — §\/§ et
1
5= g\/§+ 1

T 1 1<d<?2 2
f'(@) + -
4 4
3 3
f(z) N\ /
f()

donc f([1,2]) = [f(7), g] C[1,2] car 1 < % <2et 1< f(y) <2

(¢) La dérivée de [’ est f”(x) = x — 1 qui est positive [1,2] donc f’ est croissante

sur [1,2] et
1 1
Ve [1,2], i )< flx)<f(2)= 3
. 11 . :
(d) Puisque lorsque z € [1,2], f'(z) € [_6’ §]’ on en déduit que la distance de

1
f'(z) & 0 est moindre que 3 c’est-a-~dire

Vo e [1,2], |f(z)| <

W =
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L’inégalité précédente, combiné au fait que la fonction f étant C! sur [1, 2], que
x9 € [1,2], on peut appliquer le théoréme des accroissements finis, ce qui nous
donne

vrelL2l, |f @)~ f@)l<gle -l

3. Montrons pour commencer que ¥n € N, u,, € [1,2]. Posons (P,) : " u, € [1,2] ".

Initialisation : up =1 € [1;2] donc (Py) est vraie.

Hérédité : Supposons que (P,,) est vraie. u,, € [1.2] donc f(u,) € [1,2] (par sta-
bilité de [1,2] par f) donc up+1 = f(un) € [1,2] ce qui démontre (P,+1). Donc
Vn €N, (P,) est vraie.

On peut appliquer 'inégalité obtenue a la question 2.d au point x = u,. Puisque
Unt1 = f(uy) et f(xz2) = xa, on en déduit que

1
Vn €N, |upt1 — 22| < §|Un—$2|~ (1)

1
Montrons par récurrence que Vn € N, |u,, — 22| < 3 |1 — x2|. Posons (P,) : "

1
[un — 22| < 3 |1 —ao| ".
1
Initialisation : |ug — z2| = |1 — 22| = 30 |1 — z2| donc (Py) est vraie.
1
Hérédité : Supposons que (P,,) est vraie. Nous avons donc 3 |1 — zo| et linégalité

nous fournit I'inégalité

1 1 1
|un+1*$2|<§|un*@|< X*|1*932|:3nﬁ|1*$2\7

ce qui démontre (P,11). Donc Vn € N, (P,,) est vraie.

La suite |u, — x| est positive et majorée par la suite (37 |1 — z2|)n>0 converge vers
1

0 (car il s’agit d’une suite géométrique de raison 3 €] — 1,1[). Le théoréme d’enca-

drement montre que |u, — x2| converge vers 0, c¢’est-a-dire que lirJIrl Uy = To.
n—-—1+0oo
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