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Exercice 1

Clcc3—k
1. X(Q) =[1,3] et Vk € [1,3], P(X =k)= 40733 donc
6
12 4
P(X =1) Z 5 PX =2)= %4, P(Xlg 3) _427)' 5 § 6
E(X)=3-=2 E(X?)=1—-44—+9— == X)=="—-4=—_.
(X)=35=2 BX)=lptdgp+iismg=5 V=3 5

2. Y(©2) =[0,2], si on a tiré 1 seule boule rouge, on a donc pioché également 2 boules blanches. On a alors
reposé les deux boules blanches. L’urne dispose de 3 boules rouges et 2 boules blanches donc on pioche
deux boules. Par suite

4 2.0,3 9
P(X=1NY =0)=PX =1)Px_(Y =0) = —.CY()(2)* "= —
( )= P(X = )Pon(¥ =0) = S CRE)P ()P0 =
Les calculs suivants sont analogues.
4 24,3 12 4 25,3 4
P(X = 1NnY=1 :7017172—1:7 P(X=1NnY =2 :7027272—2:7
( ) =502 (3) TR )=5C2()°(3) 135
12 2 6 12 2 6
PX = 2nY=0)=—-=—, PX=2NnY=1)=—-=—, PX=2nY=2)=
( " 0) 204 20’ ( " ) 204 20’ ( " )=0
4 4
P(X = 30Y:0):—0.1:%, P(X=3nY=1)=0, P(X=3NnY=2)=0
9 6 4 143 12 6 99 4
. PY=0)=—4+—4+—=—, P¥Y=1)=—+—=—, PY=2)=—.
3. P( 0) 99125+%10+2{)15 25203’ ( ) 125+20 250’ ( ) 125
EY)=1.—+4+2—=—=—
250 125 250 50

12
4. Z(Q) = [0, 3], P(Z:O):P(X:10Y:1)+P(X:20Y:2):ﬁ,
PZ=1)=PX=1NY=0+PX=1NnY =2)+PX=2NnY=1)+PX=3NY =2)=
9 4 1
125 7135 20 250°

4
P(Z:2):P(X:ZQY:O)+P(X:30Y:1):%etP(Z:3):P(X:3ﬂY:O):%.

Exercice 2

1. La fonction f,, étant la somme de n fonctions continues et strictement croissante sur [0, 1], elle est continue
et strictement croissante sur [0, 1] donc elle réalise une bijection de [0, 1] sur [0,n]. Puisque 1 € [0,n], il
existe une et une seule solution & 1’équation f,,(z) = 1.

2. Puisque la fonction f,, est croissante sur [0,1] et que f11(un) = ™ + fu(up) = u?™ +1 > 1, on en
déduit que u, = u,+1 donc la suite u est décroissante.

3. La suite u est décroissante et minorée par 0 donc elle converge.

4. Calcul de la limite.

2 n 2 n—1 1-a"  z—a"f!
(a) fa(z)=z4+2*+.. . +2"=z(l4+z+2°+..+2 )z:vl_m =z pour x # 1.
-1 1 -1
(b) fg(m):léer:z:Z:l@:z::ﬂG[0,1]0ux:T\/5<Odonch:ﬂ.

La suite u est décroissante et positive donc Vn > 2, 0 < u, < uz = 0 < uﬁ“ < uS'H. La suite

(uh™),>2 convergeant vers 0, on peut appliquer le théoréme d’encadrement donc lim (u,)"+! = 0.

n—oo

(c) Notons L la limite de la suite u. Puisque Vn > 2, 0 < u, < u2 < 0.7, on est assuré que 0 <
L < 0.7 < 1. Ensuite, l'égalité f,(u,) = 1 nous assure que la suite (fp,(un))n>0 converge vers 1 et
_ ,,n+1

Vegalité f(uy) = -2 n
L avecL e[ [donc L=1—-Le =2
= T = — = -
I avec , onc 5

L
montre que liIJIrl fn(un) = ——. La limite L satisfait donc a 1’égalité
n—-+oo

1—u, 1-L
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Exercice 3

1. C’est le nombre de boules blanches obtenues au cours des p tirages.

2 Xi@) = {01}, POG=0)=3, P(i=l=g5 B(X)=;

2
3.
- (X1, X2)(Q) ={0,1}%
L’événement (X; = 0N X2 = 0) signifie que 'on pioche une boule noire au premier tirage, on remet c
boules noires supplémentaires dans I'urne qui contient alors ¢ + 1 noires et 1 blanche donc

c+1
c+2

1

Par le méme type de raisonnement, on obtient

11

P(X, = 0NXy=1)=P(X; =0)P(Xs=1/X; =0) ==
( 1 0 2 ) ( 1 0) ( 2 / 1 0) B cr2
11

P(X; = 1NXo=0)=P(X; =1)P(Xy=0/X; =1) =~
(X3 NX;=0) (1)(20/1)20+2
P(X, = INXo=1)=P(X; = DP(Xs = 1/X; = 1) = = x <1
1= 2 =1) = 1= 2 = 1= =5x 5

Il est immédiat que > P(X; =4N X2 = j) =1 ce qui nous assure d’un bon calcul
g
- X2(Q2) ={0,1} et

1 ec+1 1 1 1
P(XQZO):P(Xl:OﬁXQZO)—‘rP(Xl:lﬂXQ:O):iXc+2+§xc+2:§

1 1
et P(Xo=1)=1—-P(X2=0) = 5 Il est immédiat que E(X3) = 3

4. Nous avons Z3(Q2) = {0,1,2} et

1 c+1
P(Zy=0)=P(X; = Xy = = —
(2 0) ( i onN 2 0) 2><C—|—2
P(Zy=1) = P(X1i=1NnX=0)U(X;=0NXy=1)=P(X1=1NX2=0+P(X;=0NnXy=1)
1 1 1 1 1
= — X +7X7:
2 ¢c+2 2 c¢c+2 c+2
1 c+1

P(Z=2) = PXy =10 X, =1) = L x 5]

5. D’apres la question |1} on a Z, () = [0, p] de Z,,.
6. Soit p<n—1.
(a) "L’événement" (X,+1 = 1/Z, = k) signifie que 'on déja obtenu k boules blanches en p tirages : on

a donc ajouté k x ¢ boules blanches et (p — k) x ¢ boules noires. Aprés le p’*™¢ tirage, I'urne contient
p X ¢+ 2 boules dont kc+ 1 boules blanches et (p— k) x ¢+ 1 boules noires. On pioche une boule dans

1
cette urne et on obtient une blanche. La probabilité d’obtenir une blanche est . On a alors

+2
kc+1
VEEZ)(),  P(Xp=1/Z,=k) =
(b) On considere le systéme complet d’événements (Z, = k)o<k<p
P P ke+1
P(Xp1 = 1):ZP(XP+1:1/Zp:k)P(Zp:k):Z P(Z, = k)
pc+ 2
k=0 k=0
1 & c & 1 P
= — k HWP(Z,=k)= kP(Z,=k P(Z,=k
2+pckzzo(c+) (Zp ) 2+kaZ:O (Zp )+2+pckzzo (Zp )
1 1 E(Z,
- LE(ZPH_ _ 1+cE(Z)
2+ pc 24 pc 2+ pc
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1
(c) Posons (H,) : les variables X1, .., X, suivent une loi de de Bernoulli de parameétre 3

Initialisation : (H;) est vraie d’aprés la question
Heéreédité : supposons que (H,,) est vraie. La question [6b| montre que

1+ cE(Zy)
P(Xpi1=1) = Tpcp'

P 1
On a Z, = Y X} ou les variables X7, .., X, suivent une loi de Bernouilli de parameétre idonc
k=1

B(Z) =Y E(x)=)Y ;=2 2)

Les égalités et nous montre que

p 24+ pe

:2+pc:2+pc 2

P(Xpi1=1)

donc {1
PXpp1=0)=1-P(Xpp)=1-5=7

ce qui démontre que la variable X, suit une loi de Bernouilli de parametre 3

Probléme

1. Etude de la fonction f.

1. La fonction sh est clairement C' sur R et sh’ = ch > 0 donc sh est strictement croissante sur R. Puisque
lim sh(z) = —o0, liril sh(z) = 400 et sh(0) = 0, on en déduit que cette fonction est positive sur
r—1T00

r——00

R et négative sur R_. La fonction sh est continue et strictement croissante sur R donc elle réalise une
bijection de R sur son image qui est R.
2. Les fonctions = — z et x + sh(z) sont C! sur R et Vo € RX, sh(z) # 0 donc f est C' sur R* et
sh(z) — x ch(x)
Vo € R* "z) = ——F—"=
=0

DL,(0) de sh(zx), on obtient que sh(z) =, %t o(z) donc sh(x) ~ 7 d’ou f(x) ~ T —1ce qui nous
T— T— z—0 T

En particulier, la fonction f est continue sur R*. Aprés un petit de

conduit a P'égalité lin}) f(x) =1 = f(0) qui démontre la continuité de f en 0.

3. La fonction f est continue sur R, C'' sur R* donc on est en droit d’essayer d’appliquer le théoréme de
sh(z) — z ch(x) sh(z) — x ch(x)
5 ~ 5 donc
sh”(z) z—0 T
3

nous allons effectuer un DL2(0) de sh(z) — xch(x). Il est immeédiat que sh(x) =%t % + o(z?) et
xr—
2

ch(z) = 1+ % + o(z?) ce qui donne

xr—

prolongement continue de la dérivée. Nous savons que f'(z) =

22
2(sh(z) — zch(z)) = z+o(z?) —z(1+ 5 +o(z?) = o(z?)

z—0 x—0

donc f(z) =
7(0) =0,

4. 1 (z) = cha—(ch (z)+zsh(z)) = —zsh(z) < 0 sur R donc la fonction h est décroissante sur R et h(0) = 0
donc Ve € Ry, h(z)<0etVreR_, h(x)=0

h(x
5. La dérivée de f est f/'(z) = hg( )) est négative sur R et positive sur R_ donc f est décroissante sur R
sh*(z

= 2 = o(1) — 0 ce qui démontre que lirr%) f'(x) = 0. Ainsi f est de classe C* sur R et
xr— x Tr—

et croissante sur R_.

2. Etude de la suite (u,),cy-
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1. Le tableau de variations de f montre que f ([0.8,1]) = [f(1), f(0.8)] C [0.8,1]. Posons (P,) : " u, € [0.8,1]
n
Initialisation : ug = 1 € [0; 8, 1] donc (Py) est vraie.

Hérédité : Supposons que (Py,) est vraiz. u, € [0.8,1] donc f(u,) € [0.8,1] donc up41 = f(uy,) € [0.8,1]
ce qui démontre (P,+1) et achéve la récurrence.

2. On introduit la fonction g(z) = f(z) — x. Sa dérivée est ¢’'(z) = f'(x) — 1 qui est négative sur R donc g
est strictement décroissante sur R et elle est continue sur R donc elle réalise une bijection de R sur son
image. Puisque lirin f(z) =0, on en déduit que lim g(z) = 400 et hrf g(z) = —o0. La fonction g
réalise une bijection de R sur R et 0 € R donc I’équation g(z) = 0 admet une unique solution «. D’autre
part, g(0.8) = f(0.8) —0.8 > 0 et g(1) = f(1) — 1 < 0 donc a € [0.8,1].

3. On sait que la fonction h est décroissante sur R donc Vz € [0.8,1], h(1) < h(z) < h(0.8) < 0 et la
fonction sh? est croissante sur Ry (car sh est croissante et positive sur cet intervalle) donc sh?(0.8) <

2 2

shi(@) s sh(l) et Sy S 2@ S 2039
}21(1) < hgx) ot hz(az) < h(g.8).

sh” (0.8) ~sh”(z) sh®(z) ~sh*(1)

4. L’inégalité précédente montre que Vz € [0.8,1], |f'(z)] < 0.5. Le théoréme des accroissements finis
montre que Vz,y € [0.8,1], on a |f(z) — f(y)] < 0.5]z —y|. En évaluant cette inégalité en © = u, et
y = «, on obtient que : Vn € Ny |up41 — o < 0.5 |uy, — af.
Posons (Pp,) : " |u, —a| <0.2(0.5)" ".
Initialisation : |ug — @] = |1 — a| < 0.2 car 1 et « appartiennent a [0.8, 1] qui est de longueur 0.2. Puisque
0.2(0.5)° = 0.2, on en déudit que (Pp) est vrai.
Héreédité : Supposons que (P,,) est vraie. Nous avons donc |u,, — a| < 0.2 (0.5)" et la question précédente
nous fournit linégalité |u,i1 — | < 0.5u, —a| donc |upi1 —al < 0.5u, —al < (0.5)0.2(0.5)" =
0.2(0.5)""" ce qui démontre (P,41) et achéve la récurrence.

. En utilisant la remarque de la question, on en déduit que

5. Nous savons d’aprés la question précédente que 0 < |u, — a| < 0.2(0.5)" — 0 donc le théoréme d’enca-

drement montre que |u, —a| — 0 donc lim wu, = a.
n—-+4oo
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