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Exercice 1

1 1
1. M2 =2034+M & M?*-M =2] & M(i(MfI)) = I donc la matrice M est inversible et M ~! = i(MfI)..
1 1
2. PQ =3I donc P(gQ) = I donc P est inversible et son inverse est gQ
a B Y 0 38 3 3a 36 3¢
3.siY =10 € ¢ alors DY —-YD =3Y & -36 0 0 =130 3 3| eoa==c=
Y on ot -3y 0 O 3y 3n 3

p=y=n=1=0.
(0

0 g
La matrice Y cherchée est donc de la forme [0 0 0
0 0 O

MX - XM =3X & PDP'X - XPDP~ ! =3X & DP !X - P 'XPDP ! =3P X

x P—1 & gauche

(a) &  DP'XP—PlXPD=3P 'XP& DX'— X'D =3X".
X P A droite W—/ H/_/ H’_/
=X’ =X =X

0 6 v
(b) X est solution de MX — XM =3X ssi X' = P! XP est delaforme [§ 0 0 | donc
v 0 0
i a
c

a a a
B+y+d+ —Qgﬁ+gw+57+

0 B8 o b c c
1 b b b b b b
X=pP|6 0 0)Pl=g| —f-—d+-¢ —28—6+1) 2B—26—224)
v 00 g g % c c c ¢ ¢ ¢
“B—=7+-9 —2:F =2+ 7Y B—v—2¢
a a a b b b
Exercice 2
x(l—=X)+2z =0
1. La matrice A — AI est inversible si et seulement si le systéme (S)) : { 5% T 6z+y(=2-2) =0 o
1
eyt - =0
de Cramer.
1 5 L+ 2o ~0
1
(SA)<:> g$+(_2_>\)y+6z =0 < (1—)\)y+3()\—7)z =0 L2<—L2—3L1
3 1
(1-Nz+2z =0 (1—)\)y+z(—/\2+§)\—§) =0 Ly 5Ly — 1=V
1 )
—z—y+(z—ANz =0
2 2 1
& (1—)\)y+3()\f§)z =0
1
)\(i—A)Z =0 L3<—L3—L2
1
Ce dernier est triangulaire et carré donc (Sy) est de Cramer ssi 1 — X # 0 et )\(5 — A) # 0 cest-a-dire
1
A¢H0,5,1}
2
oz?;|—,6’—|—1fy - a+ B+ =z
_%a_iﬂ — 5 §5+7 =2z4+x L3«—2L3+14
a+pB+y = x a = 2zx—4y+8z
& 38+5y = 4y + 3z S f = —4dx+8y—20z
ol = 3x—4y+ 12z L3+« 6L — Lo v = 3dx—4y+ 12z

3. AU=0U, AV = %V, AW =W.

4. On proceéde bien entendu par récurrence.
Posons (P,,) : " il existe un triplet (ay, 3,,7,) de R? tel que X,, = a,,U + B3,V + v, W ".
Initialisation : La question précédente montre que (Py) est vraie (on remplace B par Xj).
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Heéreédité : Supposons que (P,,) est vrai.
Xnt1 =AX,+B=A(a,U+B,V+~v,W)+aU+ BV +4W

1
= AU + B, AV + 7, AW + ol + BV + W = 58,V +7,W + ol + BV + W
1

1
En choisissant o,41 = o, 8,1 = §5n + B et 7,41 = Vn + 7, on obtient I'égalité X, 11 = ap U +
Bri1V + VW ce qui démontre (Pp41) et achéve la récurrence.

5. On procéde bien entendu par récurrence. Posons

1 n
(PTL):” Qn = @, 67;2 5 (60_2ﬂ)+267 ’YUZ’YO—FTVY "
Initialisation : La question précédente montre, en choisissant n = 0, que o1 = o, v, =v9+7 = Y9+1.y

N
) (Bo —28) +2p

1

et = — = —_

B1 250 + 5 (2

Hérédité : Supposons que (P,,) est vrai. La question précédente montre que

Qnpl = Q& Ypi1 =TYnTVY=Yo+ny+7 =7+ (n+1)y
1 1 /1\" 1\ 1\
bun = ghut8=3((3) Gom2+245=(3) Go-g+s+5=(3) Bo-p+20

ce qui démontre (P,+1) et achéve la récurrence.

Probléme

I Un résultat préliminaire

On remercie le bindme de Newton )
n

S (—1)rRCEaET = 1SS (CaynkakaE = L5 (CymakaE - (—1)00040) = (4 - 1)n — (-1 =
=1 | 4= 4

IT Simulation

1. Considérons I’événement K,, " a l'issue de la n'®™€ opération, le jeton A n’ait jamais quitté Cp ". L’éve-

nement A, se réalise si et seulement si le jeton A est resté dans Cy & tous les instants entre 0 et n :

autrement dit, on n’a jamais pioché durant les n tirages consécutifs la lettre a. La probabilité de ne pas

1 2 2
tirer la lettre a vaut 1 — 3= 3 ce qui nous donne P(K,) = (g)”.

2. Pour tout entier naturel k supérieur ou égal & 2, on s’interresse a ’événement Dy, : & l'issue de la k°™*
opération, le jeton A revient pour la premiére fois dans Cj.

(a) Introduisons I’événement A, : " on pioche la lettre a au n®™¢ tirage ". On remarque ces événements
(Ay)n>0 sont deux & deux disjoints.
Pour que D se réalise, il est indispensable que l'on choisisse la lettre a au premier tirage (le jeton
A es dans 'urne Cy a la fin de la premiére opération) puis, au second tirage, le jeton A retourne
dans la case Cp, c’est-a-dire que 'on pioche la lettre a. On en déduit immédiatement que p(Ds3) =

P41 11 43) = (A1) P(43) = (3)°.

Pour que Dj3 se réalise, il est indispensable que 1’on choisisse la lettre a au premier tirage (le jeton
A est dans I'urne C; a la fin de la premiére opération) puis, au second tirage, le jeton A ne peut
retourner dans la case Cy, c’est-a-dire que ’on ne pioche pas la lettre a et enfin, au troisieme tirage,

on doit piocher la lettre a pour faire revenir le jeton A dans la cas Cy. On en déduit immédiatement
— 121 2
D3)=p(AiNA3NA3)=-.—.c = —.
que p(D3) =p(AiNAxNAs) = 5.3.53 = 5
(b) Mestimmédiat que p(Dy) = p(A1N AsNAsN.Ar_1 NAg) = p(A1)p(A2)p(As)..p(Ak—1)p(Ag) =
—_———

(k—1)—2+1=k—2 ensembles
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a b
rT=—-—-
N Tt+y=a T+y=a 2 2
(a) Le systéme associé & P est { Coty=b { % —atb Ly Lo+ L = o donc
y=s+t3
2 2
1 1
la matrice P est inversible et son inverse est % 12 et un calcul direct montre que M = PDP~!
2 2

Posons (P,) : " M™ = PD"P~1 "

Initialisation : M? =T et PD°P~1 = PIP~! = PP~! = I donc (Py) est vrai.

Hérédité : Supposons que (P,) est vrai. M"*1 = M"M = PD"P~'PDP~! = PD"IDP~! =
PD"DP~! = PD"*1P~! ce qui démontre (P,11) et achéve la récurrence.

1 n n __
On en déduit la matrice M™ = PD"P~1 =P ( 10 ) pP1l= ( gn+1 3 ! >

0o 3" 2\ 3" -1 3"+1
_ — 2 1
(X1 =0) = Ay donc p(X; ZO)ZP(Al)Zg et p(X1=1)=1-p(X;=0)= 3

Considérons le systéme complet d’événements (X,, = 0), (X,, = 1). La formule des probabilités
totales montre que

{ p(XTL-I-l = O) = p(Xn:O) (Xn+1 - 0)p(Xn = O) +p(Xn:I)()(n+1 - 0)p(Xn - 1)
P(Xnp1=1) = P(x,=0) (Xny1=1)p(X,, =0) +p(Xn:1)(Xn+1 =Dp(X, =1)

— La probabilité conditionnelle p(x, i) (Xn41 = i) correspond au fait que le jeton A se trouve dans
I'urne C; a l'instant n et reste & 'instant n+ 1 dans la méme urne, ce qui signifie que ’on ne pioche
pas la lettre a.

— La probabilité conditionnelle p(x, —;)(Xn41 = j), avec i # j, correspond au fait que le jeton A se
trouve dans 'urne C; a l'instant n et elle change d’urne a l'instant n + 1, ce qui signifie que ’on
pioche la lettre a.

Nous en déduison donc les égalités

2
p(Xn+1 = 0) = gp(Xn = O) + p(Xn = 1)

1
PXnp1 =1) = 3p(Xo = 0) + 2p(Xa = 1)
2 1
2 9 1
ce qui démontre que la matrice cherchée est Q = ii’ g’) = §M
3 3
1 1
1 I R T 1
En particulier, Q”=37M":§ 1 1 |- On sait que X;, = Q"X = Q" <0> =
1—— 14—
3n 3n
1 +1
2X13n 21 donc
2x3" 2
1 1 1
o 0=3+5%3 o ) =3 %
B(X,)) = 0p(Xy, = 0) + Lp(Xp = 1) = = — 1
n) = A = Pldn =1 =9 230
E(X2) =0%*p(X, = 2pX,=1) == — — .
(X2) = 0%(X, = 0) + (X = 1) = 5 = ——— = B(X,)

2 2x 3"

ITT Etude d’un mouvement du couple de jetons (A, B)

1. L’événement (W7 = 0) se réalise seulement si ’on a pioché la lettre ¢ donc p(W; = 0) =

L’événement (W7 = 1) se réalise seulement si ’on a pioché la lettre b donc p(W; = 0) =

W =W | =
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L’évenement (W; = 2) se réalise seulement si ’on a pioché la lettre a donc p(W; =0) = .
L’événement (W7 = 3) est impossible donc p(W; = 0) = 0.

2. Considérons le systéme complet d’événements (W,, = 0), (W,, = 1), (X,, = 2), (W,, = 3). La formule des
probabilités totales montre que, pour tout entier k € [0, 3]

P(Whi1 = k) ZP(W =) (Wht1 = k)p(Wy, = j)

— La probabilité conditionnelle py, —o)(Wn+1 = 0) correspond au fait que les jetons A et B se trouvent

dans 'urne Cj a 'instant n et ils restent, a 'instant n 4+ 1, dans la méme urne, ce qui signifie que 1’on
1
pioche la lettre a donc pw, —o)(Wyy1 =0) = .

— La probabilité conditionnelle p(yy, —1)(W,41 = 0) correspond au fait, qu’a I'instant n, le jeton A est
dans 'urne Cy et le jeton B se trouvent dans 'urne C; puis, a U'instant n + 1, les jetons A et B sont

dans I'urne Cy, ce qui signifie que I'on pioche la lettre b donc p(yw, —1)(Wpi1 =0) = -

— La probabilité conditionnelle p(yy, —2)(Wy41 = 0) correspond au fait, qu’a I'instant n, le jeton A est
dans I'urne C et le jeton B se trouvent dans 'urne Cj puis, a U'instant n + 1, les jetons A et B sont

dans I'urne Cy, ce qui signifie que I'on pioche la lettre a donc peyw, —2)(Wni1 =0) = -

— La probabilité conditionnelle py, —3) (W, 41 = 0) correspond au fait que les jetons A et B se trouvent
dans I'urne C7 a l'instant n et ils sont, & I'instant n + 1, dans 'urne Cy ce qui est impossible donc

p(W,LZS) (W7L+1 = 0) =0.
Par le méme type de raisonnement, on obtient au final que R est la matrice dont tous les coefficients sont

égaux a 3 sauf ceux situés sur I’antidiagonale qui sont nuls.

3.
(a) UV =V, VU=V, U?=4U, V%=1
(b) Posons (Pg): " UV =U* ",
Initialisation : U'V = UV = U = U! donc (P;) est vrai.
Hérédité : Supposons que (P,,) est vrai. UKV = UFUV = U*U = U**! ce qui démontre (P, 1)
et achéve la récurrence.
(c) Posons (P,): " UkV" =Uk "
Initialisation : U*V? = UkI U* donc (P;) est vrai.
Hérédité : Supposons que (P,) est vrai. UFVTHIUFVTV = UFV = U* ce qui démontre (Py1) et
acheve la récurrence.
(d) Posons (P,): " U™ =4""'U, "
Initialisation : 41 71U = U = U! donc (Py) est vrai.
Héreédité : Supposons que (P,,) est vrai. Ut = UnU = 4"~ 1UU = 4"~ 14U = 4"U ce qui démontre
(Pn+1) et achéve la récurrence.
(e) VIn=(VHn=["=Tet VTl =V2y = [V = V.
(f) Puisque VU = U = UV, les matrices commutent donc la formule du binéme montre que
=Y~y Ferutvek,
k=0
(8) (U=V)"= 3 (-1 Fckukyn=t = (—1)"° CUOV"O0 4+ 3 (—1)"F Chuky -k
k=0 k=1
= (=1)"V" + z (=) FCRUE (cf. 3.¢) = (—1)"V" + 3 (=1)"F CRak=10 (cf. 3.d)
o k=1
n 1
=(-1)"V"+ <E )k Ckak- 1) U= (-1)"V"+ 1 [3" — (=1)"] U (cf. préliminaire)
k=1
4.

(a) R= %(U — V) donc R™ = 3in(U — V)™ Les questions 3.e) et 3.g montre que

1
RQ’n _ I _|_ (32?7, _ )U et R2n+1 — _V + Z(3271-‘1-1 4 I)U
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(b) En remarquant que

p(W’IL:O) p(VV():O) 1
p(Wy =3) p(Wo =3) 0
on obtient que
(W —0)—l+iet (Wap =1) =p(Wa, =2) = p (W —3)—1—L
pWan =U) = 17 13 pWop = 1)=p(Wan _1 _pl 2n = 9) = 4 4.32n . 5
p(Wapt1 =0)=p(Wapt1=1) =p (Wapy1 =2) = 1 + T32ntt et p(Wapy1 =3) = 1 13241
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