PHECI1 corrigé ds3 2003-2004

Exercice 1 (b) X2(Q) = {0,1,2}.
1 2 1
1 P(Xy=0)=P(R1NRy)=P(R1)Pr,(Ry) ==X ===
1. La probalité d’obtenir deux piles (resp. deux faces) est égal a — donc (X ) (7 2) (1) P, () 2 3 3
1 P(.1X2 = 1) = P(f%l ﬂ1B2)+P(Bl ﬂRQ) = P(Rl)PR1 (B2)+P(Bl)PBl (Rg)
P(Ky) =-. e e RS S
: 3 1 2 ’ s N 2 ) 53 1 2 1
2. P(Kl ﬂPQ) = P(Kl)PE(KQ) = Z X Z P(X2 = 2) = P(Bl ﬂBg) = P(Bl)PBl(Bg) = 5 X § = g
. S 3, 1 —ox 1 1 1_
3. P(K1 NPy N Ky) = P(K1) P (Po) P (Ks) = ()7 % - E(Xz) =0x 31+ 1x < 12 X3 —11, i 5 )
. N 3 1 EX)=02x-+12x-+22x>-=-4d Xp)=-—-12="2.
4 ky = P(RIN PN Ky N Py0 N K N Poy 0 Kzni) = (5% % 1. (X2) = 07 x 3+ 17X 5 4+ 28 x g = g done V(&) = 3 3
. 3 1 2. Loi de X3
5. Pp = P(K1 NPNKsNPyN.Koy_3NPoyy_oNKo,_1N Pgn) = (1)271_1 X Z -
. . : (a) P(X3 = 0) = P(R1 N Ry N R3) = P(R1)Pg,(R2)Pr,nr,(R3) =
6. Soit A "un joueur gagne avant le 4°™¢ coup " alors 1 2 3 1
A=K UK NP)U(Ki NPNK3) 57%3%171
2 1 111 P(X; = = P(B B Bs) = P(B1)Pp,(B3)P Bs) =
La réunion étant disjointe, on obtient P(A) = Z(%)k X 1= 5 1( 32 33) 1 (B1 N By N Bs) (B1)Pp, (B2) Ppin5, (Bs)
k=0 — X = X — = —
7. PA(K1 U (K1 N PyN K3)) = Pa(Ky) + Pa(K; NP, N K3) (la réunion étant 2 3 4 42 )
disjointe). . (b) P()(3 = k) = Z P[(}(2 = ]) N (X3 = k;)] = P()(2 = j)P(X2:j)<X3 =
§=0 §=0
P(K),P(AmKl),P(Kl),i,ﬁ k).
ARUT TPy T P4 I T 111 Calcul de Py,—q) (X3 = 1)
256 77 On constate que 'on a obtenu aucune boule blanche durant les deux
PAE NP N Ks) = P(AN (KiNPNK;)) _ P(Ky NP NK3) _ premiers tirages et on souhaite obtenir une boule blanche dans les trois
P(A) P(A) premiers tirages. Nous disposons donc de 3 boules rouges et de 1 boule
( 3 )2 x 1 19 blanche a l’issue de la deuxiéme pioche et on obtient une boule blanche
1
% =37 au troisieme tirage donc P x,—)(X3 =1) = 1
256 Calcul de Pix,—1)(X3 =1)
insi K. NP - 42— n constate que l'on a obtenu une boule blanche durant les deux pre-
Ainsi Py (K, U (K, NP, N K3)) 64 12 _ 100 O U b boule blanche d les d
11 =37 111 miers tirages et on souhaite obtenir une boule blanche dans les trois
. premiers tirages. Nous disposons donc de 2 boules rouges et de 2 boules
Exercice 2 blanches a l'issue de la deuxiéme pioche et on obtient une boule rouge
L ) N2
On pose By (resp. Ry) : "obtenir une boule blanche (resp. rouge) a la k®™e au troisiéme tirage done Px,—p)(Xs =1) = 4
pioche " Calcul de Pix,—9) (X3 =1)
1. Loi de X On constate que 'on a obtenu deux boules blanches durant les deux
=2 premiers tirages et on souhaite obtenir une boule blanche dans les trois
(a) (Xa=0)=R1NRy, (X2=1)= (RN Bz)U(B1NRy), premiers tirages, ce qui est impossible donc P(x,—2)(X3 =1) = 0.
(XQ = 2) = B1N By Calcul de P(X2=0)(X3 = 2)
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On constate que ’on a obtenu aucune boule blanche durant les deux pre-
miers tirages et on souhaite obtenir deux boules blanches dans les trois
premiers tirages, ce qui est impossible donc P Xz:())(X?, =2) =0.
Calcul de P x,—1)(X3 = 2)

On constate que 'on a obtenu une boule blanche durant les deux pre-
miers tirages et on souhaite obtenir deux boules blanches dans les trois
premiers tirages. Nous disposons donc de 2 boules rouges et de 2 boules
blanches a ’issue de la deuxiéme pioche et on obtient une boule blanche

au troisieme tirage donc Px,—0)(X3 =1) = 1
Calcul de Px,—2)(X3 = 2)

On constate que 'on a obtenu deux boules blanches durant les deux pre-
miers tirages et on souhaite obtenir deux boules blanches dans les trois
premiers tirages. Nous disposons donc de 1 boules rouges et de 3 boules
blanches a l'issue de la deuxiéme pioche et on obtient une boule rouge

au troisiéme tirage donc Px,—o) (X3 =1) = —.

1 1 1 2 1 3 1
P(X5=2) = - L2, 1. _1
(X =2) =g 0F g g g X 1 =551~ 1
3. Loi de X, lorsque n > 2.
(a) Xn(Q2) = [0,n]
P(Xn = 0) = P(Rl n..N Rn) = P(Rl)PRl (R2)"PR1Q--mRn—1(Rn)
n—1 n 1

(b)

()
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= - X =X. X X = .
2 3 n n+1 n—+1

On rajoute une et une seule boule aprés chaque tirage et que cette boule
est soit rouge, soit blanche. Si I’on veut obtenir k£ boules blanches durant
les n tirages, il est indispensable d’avoir obtenu k boules blanches durant
les (n — 1) premiers tirages (donc le n®™¢ tirage donne une boule rouge)
ou l'on a obtenu &k — 1 boules blanches durant les (n — 1) premiers tirages
(donc le n®™ tirage fournit une boule blanche). On en déduit que

(Xn=k=[Xn=K)N(Xn-1=k—-1D]JUP[(X, =k)N(Xp_1 =k)]
La réunion étant disjointe, on en déduit que
P(X,=k)=P[(X, =k)N(Xpn_1=k—1)]+P[(Xn, =k)N(Xp_1 = k)]

Calcul de Prx, ,—p—1)(Xn = k)
On a obtenu k& — 1 boules blanches durant les (n — 1) premiers ti-

2P

rages et on souhaite obtenir k boules blanches dans les n premiers ti-
rages. Nous disposons donc de (k — 1) + 1 = k boules blanches et de
(n+1) —k =n — k + 1 boules rouges a l'issue de la (n — 1) pioche
(qui compte 2+ (n — 1) =n+ 1 boules) et on obtient une boule blanche

\ k
au neme tirage dOIlC P(Xn_lzk—l)(Xn = k) = —.

n+1
Calcul de Pix, _,—x)(Xn = k)

On a obtenu k boules blanches durant les (n — 1) premiers tirages et
on souhaite obtenir k£ boules blanches dans les n premiers tirages. Nous
disposons donc de k + 1 boules blanches et de (n 4+ 1) — (kK + 1) =
n — k boules rouges a lissue de la (n — 1) pioche (qui compte
2+ (n — 1) = n + 1 boules) et on obtient une boule rouge au n°™*

n—k
tirage donc Py (X, = k) = .
irage donc Px, _,—p)( ) ]
1
P 2) " Vk el P(Xn =k) = "
osons (H,,) € [[1,n]] ( ) ] 1
Initialisation : (H3) est vraie car P(Xy = 1) = P(Xy = 2) = 3=
241
Hérédité : supposons (H,,) vraie. La question montre que pour
1<k<n
P(Xpi1 = k)=P(Xy =k —1)Px,=k-1)(Xnt1 = k) + P(Xy, = k) P(x, =) (Xn+1
1 k 1 n+1—k n+1
= X X = = .
n+l n+2 n+1l n+1 (n+1)(n+2) n+2
n n 1
Pour finir, P(Xp11=n+1)=1—- > PXpt1=k)=1- 3 =
k=0 —on+2
1 n+1 1
n+2 n+4+2

Conclusion : (H,,) est vraie quelque soit n > 2.

n noook 1 nn+1) n
E(X,) = > kP(X,=k) = = = _.

(Xn)= L kPXn =k = 2 027 =01 ™ 2 2
n g2 1

S RP(X, = k) = 3 >k
k=0

E(X3) =
k=0 n—+ 1 n+ 1 k=0
1 " nn+1)2n+1)  n(2n+1)

n+1 ( )6 - 6 ( )
7n2n+1 n271 1 9 n(n + 2
V(Xn) = =5 Gr =5t " 12
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