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Exercice 1

On consideére la suite (uy,), définie par ug = 0 et Vn >

1. Onpose (P,):"0< u, <2"

Initialisation : (PO) est vraie car ’énoncé affirme que uy =0 € [0, 2]

Heéreédité : Supposons que (P,) est vraie. On a
V2 < V24 u, <2+ 2 =2 ce qui démontre (P4 1).
————

=Un41

Conclusion : Vn > 0, (P,) est vraie.

2. On sait déja que upy1 < 2 done 2 — uyq1 = 0. 11 reste & démontrer 'autre
inégalité, ce que nous allons faire en utilisant la quantité conjuguée.

0, Up4+1 = V2 + Up.

.Or2++2+u, >

4—(2+uy)
2wy =2— I Fu, =
Untl o 2T

2—|—\/§>3don02—un+1

3. Nous avons déja remarquer que 0

inégalité. On pose (P,): " 2 — u,

Hérédité : Supposons que (P,) est vraie. On a 2 — up41

12 2

330 = 3ugT O qui démontre (Pyy1).

Conclusion : Vn >0, (P,) est vraie.

2
4. — — 0 et 'inégalité démontrée & la question précédente combinée au théo-

3n

réme d’encadrement montre 2 — u,, — 0 donc la suite u converge vers 2.

Exercice 2
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2+\/2+un
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AT Up

2—|—\/2+un

<2—u, donc il suffit de démontrer 'autre
2
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Initialisation : (Pp) est vraie car 2 —ug = 2 <

T2 T
3
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2. La fonction f” est négative sur ]0, 400, . ligrn f'(t) = 0 donc [’ est positive
—~+o00
sur ]0, +oo] et la fonction f est croissante sur 0, 4+o00].

1 -y
3. 0 se la fonction =In(l1+9y)—vy.¢(y) = —— —1=—2 <0 sur
n po 9(y) =In(1+y) —y. ¢'(y) T+ T+
[0, +o0].

La fonction g est décroissante et g(0) = 0 donc la fonction g est négative sur
[0, +00[ ce qui démontre la seconde inégalité.

2
Y

>0
1+y

Posons maintenant h(y) = In(1+y)— y—&—— W(y) = 14y =

1+y +y
sur [0, +o0.

La fonction h est croissante et h(0) = 0 croissante donc la fonction h est
positive sur [0, 400 ce qui démontre la premiére inégalité.

x .
4. En remplacant y par 7 dans la double inégalité précédente, on obtient

2 2

x x x
< <—d t ; -—<f() <
v t)Q , oncVt >0, =z 57 f@t)

x .
On remarque que . 1i$1 Too =7 et ’application du théoréme d’encadrement
— 100

vt > 0,2 <In(1+

montre que lim f(t) =z
t—-4o0

5. La fonction f est croissante et Inu, = nln(l + %) = f(n) donc f(n) <

f(n+1) = lnu, < Inuyyq. La suite Inw est croissante donc la suite u est
croissante. D’autre part, lim Ilnw, = lim f(n) = donc u, — e*.
n—-+4oo n—-+o0o

Exercice 3

1. a) Les discriminants sont négatifs au sens large donc les trindmes sont du
signe de = c’est-a-dire positifs.
b) La premiére inégalité découle de la positivité du trinome considéré. Le signe
de (;x — 2+ 3) — 3 est celui de % (x — 3) qui est négatif sur [0, 3].

1 .
C) Upt1 — Up = gui — 2u, + 3 > 0 d’apres la question a) donc la suite u est

croissante.
2. a) On pose (P):"0<u, <3"

Initialisation : (Pp) est vraie car ug € [0, 3]

1
Hérédité : Supposons que (P,) est vraie. Ainsi on a 0 < —u2 —u, +3 < 3

w

d’aprés la question 1.b) donc u,41 € [0, 3] ce qui démontre (Pp41).
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Conclusion : Vn > 0, (P,) est vraie.
b) La suite u est croissante et majorée par 3 donc elle converge. Soit [ sa

1
limite, ona 0 <[l <3etl= glz — 1+ 3 & [ = 3 donc la suite u converge vers
3.
a) La question 1.c) montre que la suite est croissante donc tous les termes de
la suite sont supérieurs au terme initial.

1

b) Soit [ une limite éventuelle de u. Onal > wugetl=-1>-1+3 &1 =3
donc 3 > ug ce qui est absurde. La suite u ne posséde pas de limite éventuelle
donc elle ne peut pas converger (elle diverge).

. On cherche un réel a tel que la suite a,, = w,, — a soit géométrique.
Qpt1 = Wpt1 —a=2w, —In3—a=2(a, +a) —In3 —a=2a, +a—1n3.
La suite « est géométrique ssi @ = In3 et dans ce cas sa raison est 2
ce qui nous donne a,, = 2"y avec a, = w, — In3. Nous avons donc
wy, = 2"(wo —1n3) +1n 3.

1 1
. a) Uy = Uy — 3 donc vp41 = Upp1 — 3= gu%—un = g(vn+3)2—(vn+3) =
1
g’U,L + Up -
b) vpy1 = —v2 donc Inw,yq > In(=
¢) On pose (P,) : " Inv, = w, "
Initialisation : (Pp) est vraie car Invy = wy.

3 v2) =2Inv, —In3

Heérédité : Supposons que (P,,) est vraie. On sait que Inv,+1 > 2lnv,—In3 >
2w, —In3 = wy,41 ce qui démontre (P, 41).

Conclusion : Vn >0, (P,) est vraie.

d) Puisque w, = 2"(wp — In3) + In3 = 2"(In(up — 3) — In3) + In3 et que
In(ug — 3) > In(6 — 3) = In3, on en déduit que w,, — +oo. L’inégalité
Inv,, > w, nous montre alors que Inv,, — +o0 donc v,, = u, — 3 — 400
ce démontre que u,, — 400.

Exercice 4

) Calcul -1 1 i = + L_o
a) Calculer a; = — =1, 4 Z==Z,
YT a1tk 2+k 2 3 6
b) On effectue dans a1 = Y le changement de variable j = k+1

k=0 1 =+ 1 -+ k
ce qui nous donne
lor 1 1 1

Ap4+1 = Z

Zin+io

+
n+n+1 n+n n

1 1 1 1

R T R i L i o R W

Opt1 — Gp = < 0 donc la suite a est décroissante.

2n(2n + 1)
¢) a, est la somme de termes positifs donc a,, = 0 donc la suite a est minorée
par 0 et elle est décroissante donc elle converge

1
.a) lim In(z+1)—Inz= lim In(l1+ ) 0.

T——+00 x——+00 1
On pose f(z) =In(x+1) —lnz — =
1 1 1 2 1 1 1
fl(z) = 77+f2:m pa+ )+ @+ ): > 0 sur

z+1 =z =z z2(z+1) z2(zx+1)
10, +o0[. La fonction f est croissante sur ]0,4o00| et lirf f(z) = 0. Ainsi la

fonction f est négative sur ]0, 400 ce qui démontre la seconde inégaliteé.

1
On pose g(z) =In(z+1) —lnz — ——

rz+1
1 1 1 x(x—|—1) (x+1)+x -1
/ — I — = go‘
g'(@) x+1 x+(m—|—1) x?(x+1) z2(x +1) s

10, +00[. La fonction g est décroissante sur 0, +o00[ et hm g( ) = 0. Ainsi

la fonction g est positive sur |0, +o00[ ce qui démontre la premlere inégalité.
b) En remplacant x par n + k dans Pencadrement précédent, on obtient

1
7<1 k+1)—1 k) < ——
T n(n+ +1) —In(n+k) < ——
n—2 1
d < 1 kE+1)—1 k)) <
one § e <8 (nlnt kD) I+ 1) <
c) Le pr1nc1pe des domlnos montre que
n—2
> (In(n+k+1)—In(n+k)=ln(n+n—-2+1) —In(n+0)
k=0
2n —1 1
=In(2n—1) —lnn = In( I )=In(2 - —).
n
1 n—1
d)anfﬁzkgln_’_ketlechangementdevariablej:kf1@k:j+1
ous donne 1 niz L D’autre part, il est immeédiat que
n nn - — = _ r rt, il est immédi
u an — — Py utre part, S qu

1 ”2*2 1
— = :
2n—1 ;=on+k

e) Les deux questions précédentes montrent que

1 1 1 1
an——<In2—=)=a, <In(2— =)+ — et
n n n’n

Qp —
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In(2 1)< ! = In(2 1)+ ! < 0] it lim In(2—-)+ ! lim In(2 1)+1
n2—--)<a, — n(2 - — < n remarque ensuite que lim In(2 — — = lim In2——)+— =
n on 2n -1 n 2n —1 (i au e an n—-+o0 n 2n —1 n—o+oo n n
1 1 1 1 In2 donc le théoréme d’encadrement montre que lim a, = In2.
donc In(2 — =) + 5y 1 S an < In(2——-)+— n=+4oo
n n— n’ n
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