PHEC1 Correction devoir6 2002-2003

Correction exercice 1 (EML 2003)

3 1 1 5 3 3
1. A2=11 1 1|, A3=1[3 1 1| etlégalité A*> = A% +2A en découle
1 1 1 3 1 1
0 0 O z+3y z+y =4y 0 0 O z+3y=0
2. 2A+yA2 =10 0 0| & | z2+y y y =(0 0 0] & z+y=0 & (z=0cet
0 0 0 z+y Y Y 0 0 O y=20

y=0)

3. Posons (H,) : il existe deux réels a,, et b, tels que A" = a, A + b, A?
Initialisation : (H;) est vraie car si 'on pose ag =1 et by =0, ona A' =1x A+0 x A2
Hérédité : supposons que (H,) est vraie. Il existe a,, et b, tels que A" = a, A + b, A? donc

A" = A x A" = A(apA + b, A?) = an A2 + b, A% = a, A? 4 b, (A% + 2A) = 2b, A + (an, + b, ) A%

Si I'on pose a, 1 = 2by, et byr1 = ap, + by, on a bien A" =a, 1A+ b,11A? ce qui démontre (H,41) et
achéve la récurrence.

(a) anta = 2bpt1 = 2(an + by) = 2a, + 2b, = 2a, + any1
(b) La suite a est récurrente d’ordre 2. Les racines de I’équation caractéristique z2 = = + 2 sont —1 et 2
ce qui implique qu’il existe deux réels «, 3 tels que a, = @2" + 5(—1)". Onaa; =1 et ag =2b; =0

donc )
1=2a-3 1=2a-p “T56
{0:4044-5 @{ 1 =6a L2<—L1+L2 < 6:_2
3
1 2 n 1 1
ce qui donne a,, = 62” - g(—l)" et by = 2“ = 62" + g(—l)”
1 2 1 1
A" = =27 — Z(=1)" ) A2 2"+ (=" | A
@ ar= (G2 = -0 ) a2+ (g y-0)

Correction exercice 2 (Ecricome 2002)

Une urne contient une boule blanche et une boule noire, les boules étant indiscernables au toucher.

On y préléve une boule, chaque boule ayant la méme probabilité d’étre tirée, on note sa couleur, et on la remet
dans I'urne avec ¢ > 1 boules de la couleur de la boule tirée. On répéte cette épreuve, on réalise ainsi une
succession de n tirages (n > 2).

On consideére les variables aléatoires (X;)

1<i<n définies par :

{Xi =1 sion obtient une boule blanche au ™ tirage.

X; =0 sinon.

On définit alors, pour 2 < p < n, la variable aléatoire Z,, par :

P
Zy =Y Xi.
=1

1. C’est le nombre de boules blanches obtenues au cours des p tirages.
1 1 1
3.

B (XlaXQ)(Q) = {07 1}2
L’événement (X; = 0N X, = 0) signifie que on pioche une boule noire au premier tirage, on remet ¢
boules noires supplémentaires dans I'urne qui contient alors ¢ + 1 noires et 1 blanche donc
1 c¢c+1
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Par le méme type de raisonnement, on obtient

1 1

P(X; = Xo=1)=P(X; = Xo=1/X; = —
(X1 0NXy=1) (X1 =0)P(Xy=1/X1 =0) = 5 % 212
1 1

P(X; = 1NXy=0)=P(X P(X,=0/X; =1 —
(X1 2 =0) (Xi=1)P(X2=0/X1=1) = 53 % 213
P(X, = 1nXs=1)=P(X; = )P(Xs = 1/X; = 1) = = x <1
1 - 2 — - 1 — 2 = 1= 2 C+2

Il est immédiat que > P(Xy =4N Xy = j) =1 ce qui nous assure d’'un bon calcul
i
- X2( ) = {0,1} et

1 c+1 1 1 1
P(Xp=0)= P(X1=0NX, =0) + P(X; = 1NXo=0) = 5 x —— +5x —— =1

1
et P(Xo=1)=1—-P(X2=0) = 7 Il est immeédiat que E(X3) = =

4. Nous commencons par le tableau

Zy |0 1] Xo
0 011

1 12

X1

Ainsi Z5(Q) ={0,1,2} et

1 c+1
P(Zy =0)=P(X;, = Xo=0)= =
(2 0) ( 1 0N 2 0) 2XC+2
P(Zy=1) = P(X1=1NnX=0)U(X;=0NX2=1)=P(X1=1NX2=0+P(X;=0NnXy=1)
1 1 1 1 1
= — X +7X =
2 c¢c+2 2 c+2 c+2
P(Zs=2)= P(X; = 1N Xy = 1) = = x <1
2 = 1 2 SR

5. D’apres la question |1} on a Z, (Q) = [0, p] de Z,,.
6. Soit p<n— 1.
(a) "L’évenement" (Xp,41 = 1/Z, = k) signifie que 'on déja obtenu k boules blanches en p tirages : on

a donc ajouté k x ¢ boules blanches et (p — k) x ¢ boules noires. Aprés le p’*™¢ tirage, I'urne contient
p X ¢+ 2 boules dont kc+ 1 boules blanches et (p— k) x ¢+ 1 boules noires. On pioche une boule dans

cette urne et on obtient une blanche. La probabilité d’obtenir une blanche est gt On a alors
pe
ke+1
Vk € Z,(N2 PXpp1=1/Z,=k) =
€ p( )7 ( p+1 /;n ) pe+ 2
(b) On considere le systéme complet d’événements (Z, = k)o<k<p
P P
ke+1
P(Xp1 = ZP Xpr1=1/2Z, = k)P(Z, :k):Z (Zp = k)
k=0 o
P e & 1 &
e b VP =) = S Pz =)+ S =
€= k= k=0
1 1+cE(Z
- LB+ = L)
2+pc 24 pc 2+ pc
1
(c) Posons (H,) : les variables X1, .., X, suivent une loi de de Bernoulli de parameétre 3
Initialisation : (H;) est vraie d’aprés la question
Heérédité : supposons que (H,,) est vraie. La question [6b| montre que
1+ cE(Zy)
PXpi1=1)= ———"F, 1
(Ko =1 = 52 (1
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PHEC1
P
On a Z, = Y X} ou les variables X1, .., X, suivent une loi de Bernouilli de parameétre idonc
o 1
S ICESE g
k=1 k=1

Les égalités et nous montre que
2
1eek 22
(Xppr=1) 24pc  24pc 2

1 1

donc
PXpp1=0)=1-P(Xpp)=1-5 =7

ce qui démontre que la variable X, suit une loi de Bernouilli de parametre 3

Correction exercice 3 (EML 2002)
1. Etude préliminaire

“+oo “+o0
(a) so(x) = 30 CRa" = 3 2" =
n=0

L et s()= 3 Clam = 5 mat = 3 nat = —
et so(x) = " = ne® = nz" =
-z =1 n=1 n=0 (1—m)?

n=0
(b)
Ok Lokl n! n! ~ nl(k+1) nl(n — k)
Tt kl(n—k)! (k +Dn—k-=1)  (k+D!n—-FK! (k+1)(n—k))
n! n! (n+1)! &
- " (k41 k)= ———(n+ 1) = — L = Ok
Gt =k = g =i U = G im e~ O
()
“+o0 +oo
zsk(x) + xspy1(x) = Z Chamtt 4 Z Crrigntl = Clghtt 4 Z Clan ™t 4 Z Ot lgn+l
n=k+1 n=k+1 n=k+1
+oo +oo
— k+1 + Z Ck+1 n+l _ xk+1 + Z CZ::_—% n+l _ k+1 + Z Cs+1xn
n=k+1 n=k+1 n=k+2
—+oo —+oo
— k+1 + Z Ck+1 n Ckilll'k—i_l Z Cﬁ+1$n = Spi1 (l‘)
n=k+1 n=k+1
2k
(d) Posons (H,) :Vz €[0,1], sk(z)= Ao
Initialisation : (Hy) est vraie (cela a été vérifié & la question a)
Héréditeé : supposons que (H,,) est vraie i.e. Vo € [0,1[], sp(z) = GJEW On a

Z8n () + x8pa1(x) = spa1(z) & (1 — 2)spr1(x) = x5, (2)
n mn-‘rl

& s (x)—is () = z ’ =
K PP S l-—z(1—2)mtl (1 —a)nt2

donc (Hp41) est vraie et ceci achéve la récurrence
2. Etude d’une expérience aléatoire.

1
(a) La probabilité de picher une boule noire est 3 et N est le rang d’apparition de la premiére boule

noire donc la variable NN suit la loi géométrique de paramétre 5 ie.

1 1
N(Q) = N*, P(N =k) = 5(1 - g)’H Vk € N*

—_

et son espérance est T
5
www.mathematiques.fr.st 3 /@ abdellah bechata


file:www.mathematiques.fr.st

PHEC1 Correction devoir6 2002-2003

(b) "L’événement" (X = k/N = n) correspond au fait de vouloir obtenir k£ boules noires en n tirages
(car la premiére boule noire est apparu au n*“™¢ tirage donc on effectue n pioches successives avec

1
remise). Si k > n, cet événement est vide et si k < n nous pouvons utiliser la loi binomiale B(n, S)
C’“(l)ku - E)n*’f sik<n
P(X =k/N =n) = "\ 5 A
0 sik>n

(¢) On applique la formule des probabilités totales au systéme complet d’événements (N = n),>1
“+oo
P(X=0)=Y P(X=0/N=n)P(N =n)
n=1

Dans cette somme, il est immédiat que 0 < n donc nous avons

+oo +o00
1 1., 01, 1 1, 1 1 1
P(X=0) = CH A - -1 - =1 =-2)7" Y A-)"(1-2o)"
( ) n§:1 n(z) (1= (1-2) =(1-%) nE:I( 2=2)
15X 1, 1 1,\" 1 1, N
= -° D B N = = |1-< 1-=
5471:1( ) 4n_1(( 5)) 1 |0-3) +(( 5)) +
_ Lyl Lo LSS R IS [ !
= 4(1 5) 1+<(1 5)>+<(1 5)) + _4><25><1 T,
1-2)
1 16 25 4
= - X—X-—=—
472579 9

(d) On applique la formule des probabilités totales au systéme complet d’événements (N = n),>1
+oo
P(X =k)=)» P(X =k/N =n)P(N =n)
n=1
Dans cette somme, il est immédiat que les termes k > n sont nuls donc nous avons

= o« k 1 k 1 n—kl 1 n—1
P(X=k = ZP(X:k/N:n)P(N:n):ZCn(g) (1= =-3)
n==k

n=k

5'5 5
n==k n=k
k
1 1 5 1 k
a-37) 1.5 Ly
= O ( > S S S 305 WO T
54 5 (1_(1_1)2)k+1 1_(1_1)2 45 1_(1_1)2
) ) )
25 4.,
= 369
L 25 25 4 4
(e) La série Y nP(X =n) = >, n—(=)" = — > n(=)" est convergente car — €| — 1,1[ donc X
n>1 ns1 96°9 36,51 9 9

posséde une espérance et

4
—+o0 +oo —
25 25 4 25 9
E(X) = n_ 29 2y _
(0 =Y ngg ()" = 5 2 ng)" = 351
n=1 n=1 (1—5)

(f) On commence par remarquer que

+oo
P(X<k)=1-PX>k)=1-P(X>2k+1)=1- ) P(X=n)
n=k+
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puis
+o00 +o00 +00
25 25 4 25 (4 4
P(X = — 2903\ 22 Fyn _ 292 k+1 Sye2 4
>, P(X=n) > 5@ =5 X @ =5 ((9) T
n=k+ n=k+1 n=k+1
25 4., 4, 4, 25 4., 1
= (= 14 (= 24l =22
@ (1@ P ) = Q) 5
_ 204y 5 dn 544, 54y
N 36(9) 5_4(9) _49(9) _9(9)
d’ou -
P(X<k)=1—=(=)"
( ) ()

Correction exercice 4 (EDHEC 2003)

1.

(a) On applique comme ’on nous propose la formule des probabilités totales

P (En+1)

P(Eni1/En)P(En) + P(Eni1)P(Fy)
+P(Epi1/Gn)P(Gp) + P(Eny1/H,)P(H,)

— (Ent1/Ey) : les parties A, et A,_1 sont gagnées. Gagner les parties A, et A, signifie gagner
une partie quand les deux précédentes sont gagnées donc P(E,1/E,) = =.

— (Ep41/Fy) : la partie A,, est gagnée et la partie A,,_1 est perdue. Gagner les parties A, 1 et A,
signifie gagner une partie quand une partie est perdue et la suivante est gagnée donc P(E,,+1/E,)
1

2

— (En+1/Gr) : la partie A, est perdue et la partie 4,,_1 est gagnée. Gagner les parties A, 1 et A,
est donc impossible ce qui implique P(E,+1/G,) = 0.

— (En+1/Hy) :les parties A,, et A,,_1 sont perdues. Gagner les parties A, 11 et A,, est donc impossible

ce qui implique P(E,+1/H,) = 0.
2 1
Nous avons donc P (Ep41) = §P (En) + §P (Fy) .

(b) Par les raisonnements similaires au cas précédent, on a
- P(Fop1) = %P(Gnﬂ— %P(Hn)
- P(Guin) = 3P (F) + 5P (Gn)
- P(Ho) = 5P (G) + 3P ()

(¢) Cela résulte immédiatement du lien systéme-matrice

1 1
(a) PQ =101, & P(I—OQ) = I donc la matrice P est inversible et son inverse est EQ ie.

3 31
10 10 10 10
3 3 1
-1 _ 5 10 10 5
P = 1 1 1 1
5 10 10 5
o 11
10 10 10 10
(b) M =PDP ' P"IM =DP~!' < P '!MP = D et un calcul directe montre que
1
-—-= 0 0 O
5 1
p=| "0 6 (1) 01 est diagonale
0 0 =
5 0
0 0 0 1
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(a)

(b)

(P,): M™ = PD"P~1L,

Intialisation : n = 1. cela découle de la question 2)b)

Hérédité : supposons que (P,) est vraie M"™! = M"M = PD"P~'PDP = PD"DP ! =
=1

PD"t1P~1 ce qui démondre (P, 1).

(Pn) : Uy = M"2U,.

Intialisation : n = 2. M"2Uy = M Uy = [,U; = U, donc (Ps) est vérifice

Hérédité : supposons que (Py,) est vraie.U,+1 = MU, = MM"2Uy = M™ U, ce qui démondre

(Pn+1)-

On a U, = M"2U, avec M"~2 = PD" 2P~ ce qui nous donne

31, 1 1,0 1
S5 - ()

2 10 3 5
31 n—2 3 1 n—2 31 n—2 3 n—2
_E(i) +T0((_§)) - TO(E) +E)P(G2)+(—*(*) + (=
P(F) = (~2(5)" 4 2(=3)" 2 = 1 (2" + DP(E) + (-1

(é)n—Q + E)P(Eg) + (2(1)71—2 _ i( _1))71—2 _ i 1

P(E,) = ( 10 102

3 3 1,,,3, 1 3.1

On se rappelle que la famille (Fs, F», G2, H3) est un systéme complet d’événements

De méme, on obtient

lim P(F,) = %, lim P(G,)= %, lim P(H,) = 3

n—-+oo 1 n—-+4oo n—-+oo 10
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