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Exercice 1 6. B(p.q) = —=B(p+1,0-1), Blp+1,q—1) =1 B(p+2,q-2) donc
p+1 p+2
1. On a B(— (1 —z)d — 1T et 1a fonct L-z q g—1 q(g—1)
e fx - @)de = [ —5—do et la fonction @ = 7 Bl = gy e P 20 = oy gy P+ 207 2)
n’est pas définie en () et donc pas continue en 0 ce qui implique que B(—3,1) 5
n’existe pas. L ) En utilisant ensuite que B(p+ 2,9 —2) = %B(p +3,9—1), on en déduit
p
On a B(2,-1) fx ) e = [ Y dz et la fonction > — que
yI-= o o aa-Da-2)
n:est. ‘It)as de‘zﬁnle en 1 et donc pas continue en 1 ce qui implique que B(2, —1) (p,q) = p+D)p+2)(p+3) (p+3,9—3).
1 existe pas. 1 En poursuivant ainsi, on en déduit que
— [ 23(1 _ .\ : 301 _ 2\b :
On a B(3,5) = bfa: (1 — x)°dz et la fonction x +— (1 — x)° est continue sur Bpq) alg—1)...(¢— (g—1)) Bp+a.q-a)
[0,1] ce qui implique que B(3,5) existe. 7 p+1)p+2)--(p+9q) ’
—-1)...1
2. Pour que l'intégrale existe, il est indispensable que la fonction x +— 2P (1 — )4 = 1q(q 2) B(p+¢,0)
soit continue sur [0, 1]. Elle est continue sur ]0, 1] et pour assurer son existence (p+Dp+2)---(p+a)
ainsi que sa continuité en 0, il est indispensable d’exiger que p > 0. Quant a _ q'p! B(p+q,0) = q'p! L _
sa continuité en 1, il faut et il suffit que ¢ > 0. Par conséquent, B(p, q) existe (r+9q) P+g) p+qg+1
si et seulement sip > 0 et ¢ > 0.
J 1 Exercice 2
3. B(p,O):faxpda:—[ Tl =l = g "
0 b p 1. La fonction ¢ — iy est continue sur RY\{1} =]0, 1{U]1, 400 et 4 €]1, +o0[
4. t=1—xzdoncz =1—tet dr = —dt. Quand x = 0 alors t = 1 et quand T ¢ n
z=1,t=0. On en déduit que donc z +— [ ﬁdt est définie sur |1, +o0[.
4 n
t
1 0 1 2. Puisque que t — o est continue sur |1, 4+o00[ et et 4 €]1, 00|, la fonction f
n
P(1 — z)%dx = _ 0P g — | $9(1 — Py —
/a: (1 —2)¥dz = /(1 t)Ptadt /t (1 —t)Pdz = B(q,p). est O sur ]1, +ool et Vo > 1, f/(z) = x
0 1 0 Inzx
3. On pose a(r) = Int — /t. Cette fonction est dérivable sur [4,+oc[ et
_ 1 1 2 -/t
5. On pose Qi(lx) = (1 —2)? et v'(z) = 2 donc w'(x) = —q(1 —z)7"" et a(x) = T W = Tt\[ < 0. La fonction a est croissante sur cet intervalle
2P
v(z) = p1 L’IPP nous donne et a(4) =In4 —2 < 0donc Vz >4, a(z)<0.
1
4. Si z > 4,alorth € [4,7], ona 0 < Int < VvVt & 0 < ﬁ <
1 P+ : P+ 1
B(p,q) = /xp(l —x)ldx = [p—|— 1(1 —x)1%=8 — /p—i— T (—q(1 —z) ") da i < 0 < Vit < . En intégrant cette inégalité sur [4,z], on en dé-
0 ) 0 duit que Vx > 4, {\/Edt < f(z) et on évalue 4f\/idt = 4ft1/2dt. Puisque
= 0+—L1 xp+1(1—x)q_1dx:LB(p—I—l,q—l) 3
p+1 p+1 .2, 5 . .
0 lim =(22 —2v/2) = +oo, on en déduit que lim f(z) = +oo.
r—+00 3 x—+00
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5. La fonction f est continue sur [4, +00], strictement croissante sur [4, +o00[ (sa (X5 =2)=BiNBy = P(X3=2) = P(B)P(B;) = (1-p)p
dérivée est f'(z) = LN 0) donc elle réalise une bijection croissante de (X3 =3)=DB1N BN B; = P(X;3 =2) = P(B1)P(B2)P(B3) = (1 - p)°p
[4, +-00[ sur son image. Puisque f(4) = 0 et zklfoof(ﬂf) = 400, on en déduit 2. X, (Q) = {0,..,n}. Les événements B;, B; é¢tant deux a deux indépendants,
que f réalise une bijection de [4, 4oo[ sur R... on a - o L
. o ] oy T . (Xp=0)=DB1N.B, = P(X,=0)=P(B1).P(B,) = (1-p)"
6. La fonction f est dérivable sur |1,4+oo[ et f'(x) = e > 0siz > 1 donc Wk e {1,..n} (Xn,=0)=Bn.Br1n B
f’ ne s’annule jamais. La bijection réciproque f~! de f est définie de R, a = P(X, =0) = P(By)..P(By_1)P(By) = (1 —p)*1p

valeurs dans [4, +oo[. Puisque f est continue, f~! I'est aussi. L'utilisation du
théoréme sur la dérivabiité d’une réciproque montre que la fonction f~1 est
dérivable sur R tout entier (puisque f’ ne s’annule jamais)

Exercice 3

1. 11 est immeédiat que V4 2(2) = {0,1,2}.

C3 Cl x C} 2
P(V472:0):C—‘§, P(V42:1):4Tg47 P(V4,2:2):Cf;§.
C Cl x C} C?
E V = 4 1. M 2. 4 =1.
(Va2) O tl= 25
Ck x Ccp=F
2. Vn’p(Q) = {Oa 7p} P(Vn,p = k) = 0717 Vk € {0 }
2n
k n—k kN2
3. Vn n(Q) = {07“7“}' P(Vnn = k) = Cn . Cn = (Cn> vk € {0,..,n}.
’ Ch, 3,
n n k 1
1= 3 P =0 = 3 GRS
k=0 = C3, on k=0
C X 04 C2 X CS
4. Vas(Q) ={1,2,3,4}. P(Vas=1) = %7 P(Vis=2)= =5,
8
3 x C? C4 % C
(Va4, ) 3 (Vas=4) = s
_ Chxcpk

5 V() ={p—n,.,n} P(V,,=k) = Vke{p—n,.,n}

C3,
Exercice 4

1. X5(2) = {0,1,2,3}. Les événements B;, B; étant deux a deux indépendants,

(X3 =0)=B NByN B3 = P(X3=0)=P(By)P(B2)P(B3) = (1—p)?
(X3 = 1) Bl donc P(X3 = 1) P(Bl) =p
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Y, (£2) ={0,..,n}. Les événements R;, R; étant deux a deux indépendants, on
a

(Yp=0) =R . Ry = P(Yp =0) = P(Ry)..P(Ry) = (1—1)"
Vk € {1,..,%} (Ynj()) 2@ Rp_1 N R
= P(Yn = 0) = P(Rl)P(kal)P(Rk) (1 — 7“) Ly

(a) Sii< j,lévénement (X =iNY = j) correspond a n’avoir aucune boule
blanche et aucune boule rouge avant le i tirage (c’est-a-dire obtenir
que des boules vertes aux (i — 1) premiers tirages), & obtenir une boule
blanche au ™ tirage puis n’obtenir aucune boule rouge avant le j&™¢
tirage, d’ou
(X=inY=5)=Vin.NnVi.iNB;NR1N.NR;_1NR;

Sii=j,(X=iNY =4)=0donc P(X =iNnY =4)=0.

Sii > j, 'événement (X =iNY = j) correspond & n’avoir aucune boule
blanche et aucune boule rouge avant le j*™¢ tirage (c’est-a-dire obtenir
que des boules vertes aux (j — 1) premiers tirages), & obtenir une boule
rouge au j¢™€ tirage puis n’obtenir aucune boule blanche avant le i¢™¢
tirage, d’ou
(X=inY=j)=Vin.NV,.iNR;NBj;1N..NB;_1 N B;

(b) Sii<j P(X=inY = j) = P(Vy)..P(V,_1)P(B,)P(Ris1)..P(R; 1) P(R)
ce qui nous donne P(X =iNY =j) =u'"Y(1—r) " 1pr
Sii=j PX=inY=45)=0
Sit>j P(X =Y =j)=PW)..P(V,_1)P(R;)P(Bjt1)..-P(Bi—1)P(B;)
ce qui nous donne P(X =iNY =j) = u' (1 —p)I =~ lpr

(c) Par les mémes types d’arguments, on obtient :
w

P(X=inY =0)=ri"l1p P(X=0NY =0)=

P(X =0NY =j) =

3. PX=1NnY=1)=0#rmp=PX =1)PY =
ne sont pas indépendantes.

1) donc ces deux variables
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Exercice 5

1. Les trois variables suivent la méme loi. Nous n’expliciterons donc que celle de
Xo
X2(©2) = {0,1,2}. L’événement (X5 = 0) (resp. (X2 = 2) correspond a ce
qu’aucun des deux clients ne choisit le menu X (resp. les deux clients choi-
sissent le menu X)et événement (X, = 1) signifie qu’un client (il faut donc

le sélectionner) choisit le menu X et que 'autre choisit un autre menu.
2 1,2 1
Ainsi P(X; = 0) = (5)? P(Xa=1) = CH(5)(5) P(Xa=2)=(5)
2 4

2. Les trois variables suivent la méme loi car tous les menus ont la méme pro-
babilité d’étre choisis et si ’'on échange deux menus quelconques, la situation
est en tout point similaire.

Nous explicitons donc la loi de X,,. Comme nous I’avons remarqué précédem-
ment I’événement (X,, = k) signifie que k clients (que 'on sélectionne parmi

les n) choisissent le menu X et les autres choisissent les autres menus.

1.2
Xa(@) = 10,0} P(Xy = k) = CA(3) ()"
3. Les valeurs possibles pour n — X,, sont tous les nombres entiers entre n — 0

et n —n donc (n — Z,)(Q) ={0,..,n}
Soit k € {0,...,n} P(n— X, =Fk) = P(X, =n—k) = cg—k(%)n—k(g)k

4. Chaque client choisit un et un seul menu donc X, + Y, + Z, = n donc
Y, +Z, =n—X,, et saloi est :
Yn + Z,)(Q) = {0,.,n} V& € {0,.,n} PY, + Z, = k) =
1 2
Cnfk “\n—k(Z\k

5. 1l s’agit bien entendu de 1’événement [(X,, = n) U (Y, = n) U (Z, = n)].
Puisque les variables X,,,Y,, et Z,, sont évidemment indépendantes, on a :
P[(X,=n)U(Y,=n)U(Z,=n)] =PX,=n)+PY,=n)+P(Z,=n)

1 1
=3.(\) = (= n—1
()" =)

6. On applique le crible de Poincarré en se rappellant que les variables X,,,Y,,
et Z, sont indépendantes.
P([X,=0/U[Y,=0]U[Z,=0])=P(X,=0)+P(Y,=0)+ P(Z,=0)
-P([X,=0Nn[Y,=0])-P([Y,=0Nn[Z,=0]) — P[(X, =0]Nn[Z, =0])

2
+P([X,=0]Nn[Y,=0Nn[Z,=0]) = 3(§)” —(P(Z,=n)+ P(X, =n)
2 1

7. L’événement [X,, = 0] U [Y,, = 0] U [Z,, = 0] correspond & ce qu’au moins un

menu ne soit pas choisit donc 1’événement contraire est que chaque menu est
1
choisit au moins une fois. La probabilité recherchée est 1 — 3(5)” + 3(5)"
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