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Introduction aux fonctions d’une variable réelle

1 Ensembles usuels et vocabulaire ensembliste

N désigne l'ensemble des nombres naturels c’est-a-dire N = {0, 1,2, ..}
7Z désigne 'ensemble des nombres relatifs c’est-a-dire des entiers naturels ainsi que leurs opposés.
Q désigne ’ensemble des nombres rationels c’est-a-dire des fractions dont le numérateurs et le dénominateurs sont des
nombres entiers relatifs.
002 2 . . .
Par exemple : ——. Par contre ~—— n’est pas un nombre rationnel car v/2 n’est pas un entier relatif.

R désigne I’ensemble des nombres réels c’est-a-dire de tous les nombres que vous avez rencontré dans votre scolarité. Par
2002 V2 6

—, m, e’ etc.

exemple : 2, —13, 2003’ 3

Définition 1
Soient E/ un ensemble, A, B deux sous-ensembles de F et x un élément de E. On note

e = € A siI'élément x appartient a A.
o x ¢ A si I’élément x n’appartient pas a A.
e A C B si tout élément de A est un élément de B c’est-a-dire x € A alors x € B.

e A G B s'il existe un élément y de A qui ne soit pas un élément de B c’est-a-dire il existe y € A tel que y ¢ B.

Définition 2
L’ensemble noté & est appelé ensemble vide et est constitué d’aucun élément.

2  Généralités sur les fonctions.

2.1 Définitions.

Définition 3
1. On dit qu’une fonction f est une fonction numérique d’une variable réelle s’il existe un ensemble I (qui n’est pas
nécessairement un intervalle) de R tel que chaque nombre x € I posséde une image f(x) qui soit un nombre réel.

2. Les nombres réels qui posséde une image par f constituent ’ensemble de définition de f. II est noté traditionnellement
Dy.

3. a est un antécédent de b par f si b est 'image de a par f. Les nombres réels qui posséde au moins un antécédent par
f constituent I’ensemble image de f, que I'on note f(Dy).

4. L’ensemble des points (du plan cartésien) de coordonnées (z, f(z)), ot « est un élément de Dy, est la courbe représen-
tative de f.

5. Si f est une fonction de domaine Dy et si A désigne une partie de R contenue dans Dy , on appelle restriction de f a
A la fonction fi, dont le domaine de définition est A et qui est définie par

Ve € A, fis(x) = f(x).

Remarque 1
1. On remarquera que ’ensemble de définition d’une fonction n’est pas nécessairement un intervalle.

Par exemple, si f(z) = Va2 — 1 alors Dy =| — oo, —1] [ J[1, +-00[

2. Soit f(x) = 3z avec Dy = R. Si A =| — 2,4], alors la restriction de f & A est une fonction qui n’est définie que sur A
par

Vo €] = 2,4], fi_s4(z) = 3.
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2.2  Eléments remarquables d’une fonction.

Définition 4
Soit f une fonction définie sur I.

1. On dit qu’un nombre réel M (resp. m) majore (resp. minore) la fonction f sur I lorsque
Veel, f(x) <M (resp.Vx €1, f(z)=m).
Dans ce cas on dit que M (resp. m) est un majorant (minorant) de f sur I.

2. Soit xy un élément de I. On dit que f admet un maximum (resp. minimum) en xq si

Vo € Dy, f(z) < f(zo) (resp. Vo € Dy, f(z) = f(z0)).

On note m;zxf(a?) = f(xg) (resp. mIinf(:lc) = f(x)). Un extremum de f sur I est soit un minimum soit un maximum.

3. On dit que f est bornée sur I si elle est a la fois majorée et minorée sur I.

Exemple 1
Un tableau de variation montre gie la fonction f(x) = 3z est bornée sur | — 2,4] et que

Vo €] —2,4], f(z) <12 et Vz €] —2,4], f(z) > —6),

ce que l'on peut résumer par
Ve e]l—2,4], —6< f(z) <12

La fonction f posséde un maximum sur | — 2,4] en zo = 4 et ]ma:v]f(x) = 12. Par contre, elle ne posséde pas de minimum (le
—2,4

s

seul possible serait en —2 qui n’est pas dans Uintervalle | — 2, 4], bien que 1’on constate qu’elle posséde un plus petit minorant
(qui est —6) ce qui ameéne & introduire la définition suivante.

Définition 5
Si f est une fonction majorée (resp. minorée) sur I, on appelle borne supérieure (resp. inférieure) le plus petit des majorants
de f (resp. le plus grand des minorant de f) sur I. On a la note supf (resp. irIlff).

I

Dans I'exemple précédent, sup f = 12 et ]inf | f = —6. On constate ici que le sup de la fonction est tout simplement le
]_274] —24

maximum de f. C’est un fait général : si une fonction posséde un maximum (resp. minimum) sur un intervalle I, alors le
supf (resp. irIlff) est égal au mlaxf (resp. mIinf).
I

2.8 Fonctions remarquables.
Définition 6 (parité)
On dit que f est paire (resp. impaire) si

{ Vr € Df, —Tc Df
et Vo € Dy, f(—x) = f(x) (resp.f(—x) = — [ ().

Exemple 2
1. f(z) = 71 est une fonction paire car d’une part Dy = R, donc si € R, —z € R et d’autre part, on a
x
1 1
fl=z) = (—z)2+1 2241 = /(@)
. . 1 . . . .
2. Par contre la fonction définie par g(z) = n’est pas une fonction paire ou impaire car Dy =] — 00, 2[(J]2, +00]

donc —2 € Dy mais 2 ¢ Dy.

Définition 7 (Monotonie)
Soit I un intervalle sur lequel f est définie; on dit que

1. f est croissante (resp. décroissante) sur I lorsque

1 < XTg = f(l‘l) < f(l‘g)

ok I’{ (resp. 71 < @3 = f(x1) = f(x2).
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2. f est strictement croissante (resp. décroissante) sur I lorsque

71 < w2 = f(z1) < f(722)

Vry, 22 € I’{ (resp. 1 < m2 = f(x1) > f(2).

3. On dit qu’une fonction est monotone sur un intervalle si elle est croissante (ou décroissante) sur cet intervalle.

Proposition 1
1. La somme de deux fonctions croissantes (resp. décroissantes) est croissante (resp. décroissante).

2. Si f est croissante (resp. décroissante) sur I et g est croissante (resp. décroissante) sur f(I) alors g o f est croissante
sur I.Si La composée de deux fonctions croissantes (resp. décroissantes) est croissante.

3. Si f est croissante sur I et g est décroissante sur f(I) alors go f est décroissante sur I. De méme, si f est décroissante
sur I et g est croissante sur f(I) alors g o f est décroissante sur I

Exemple
Me) =

1
décroissante sur R~ avec f(R™) = [1,+oo] et de la fonction g(x) = — qui est décroissante sur [1, 4+o0].
x

est une fonction croissante sur R™. En effet, elle est la composée de la fonction f(x) = 2 + 1 qui est

3 Applications aux fonctions usuelles.

3.1 Valeur absolue

rzsiz >0

La fonction valeur absolue x — |z| est la fonction dont le domaine de définition est R et définie par |x| = { s <O
— <0.

et dont voici la représentation graphique. C’est une fonction paire, décroissante sur R~ et croissante sur R¥.

y s

z i |z|

Lemme 1 (Inégalité triangulaire)
Va,b e R, on a| |a| — |b]| < |a—b| et |a+b] < a| +|b]

3.2 Fonction puissances entiéres x +— z" (n € Z)

Définition 8 (n positif)
Soit  un nombre réel et n un entier positif, on pose z° = 1 (lorsque x #0) et 2" =x x x X .. X x sin > 1.
—_———

n fois

Définition 9 (n négatif)
Soit x un nombre réel et n un entier négatif, on pose x" =

T’

Exemp}e 4
-3 _ *
r =73
x

Proposition 2 (Reégles de calcul)
Vn,m € Z et Va,b € R*

a® x am=a"t"m (axb)"=a" xb* (a")™ = g"*™

a®=1 a "= — — =a
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La fonction z — ™ est définie sur R si n est un entier positif et est paire (resp. impaire) si n est un entier pair (resp.
impair) dont la représentation graphique est

100

15

10

5 25 0 25 5

x +— ™ si n est pair x +— ™ si n est impair

La fonction z — z™ est définie sur R* si n est un entier négatif et est paire (resp. impaire) si n est un entier pair (resp.
impair) dont la représentation graphique est

15

-125

2 1 0 1 2 5

x +— x™ si n est pair x +— ™ si n est impair

3.8  fonction logarithme népérien

La construction rigoureuse de la fonction x — Inz sera effectuer dans le chapitre sur I'intégration. Néanmoins nous allons
rappeller quelques propriétés de cette fonction.
La fonction In est définie sur 'intervalle Ri et sa représentation graphique est

y

rz—lInz

Proposition 3 (propriétés remarquables du logarithme)

In(a x b) =Ilna+1nb ln(%) =1Ina—1Inb

1
Ya,b € RY ln(a) =—Ina Yn € Z,Ina™ =nlna
Ina=Inb&sa=09 Ina<lnb&sa<b
Ina=0sa=1 Ina=1<a=c¢cavece~2.718

3.4 fonction exponentielle

La construction de la fonction exponentielle  — exp  (ou encore e*) nécessite la définition de la fonction logaritme népérien
et du chapitre sur les dérivées. Nous admettons son existence et nous explicitons certaines de ces propriétés.



1. Introduction aux fonctions d’une variable réelle

La fonction exponentielle est définie sur R et la représentation graphique de la fonction exponentielle est

5 25 0 25

x +— et

Proposition 4 (propriétés remarquables de I’exponentielle)

Va,b e R}

exp(a x b) =expa X expb exp(a—b) = expa

) expb
exp(—z) = p (@) Vn € Z, (expa)™ = exp(na)
expa=expbsa=> expa <expb<sa<b

expa=1&2=0

Proposition 5 (lien entre exponentielle et logarithme)
En outre, comme nous le verrons dans le chapitre sur les dérivées les fonctions exp et In sont intimement liées, ce qui se

traduit par la formule suivante

ce qui implique que

VeeRetVyeR; e" =y x=Iny

Vo e R} e

Nous avons également la formule suivante qui est fondamentale

VreR Ine* ==z

3.5 Fonctions puissances x — z* (o € R)

Définition 10

La fonction z +— z® (o € R) est définie sur R} par

& — e Inx
par définition

5

Les régles de calculs sont similaires & celles des fonctions puissances entiéres et nous les explicitons dans la proposition

suivante

Proposition 6

Va,B € R et Yo,y € RY

¥ =1 T =

s

2 x Y =atP  (zxy)* =2% xy* (2%)F = 22X
1

(0%
T _ ap
B

La représentation graphique des différentes fonctions puissances x +— x® est donnée par les graphiques suivants

05

0 05 1 15

2 0 05 1 15

0 05 1 15 2

y = x“ lorsque o > 1

y=a%lorsque 0 < a < 1

y = x% lorsque o < 0
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3.6 Fonctions polynéomes

Définition 11
1. On appelle fonction monéme (ou simplement monéme) toute fonction numérique définie sur R et de la forme

T — apz”® ot ay € R, k € N. a;. est le coefficient du monoéme

2. On appelle fonction monéme (ou simplement monome) toute fonction numérique définie sur R et de la forme
z— P(x) = apz™ + an_12"" + ... F a1z + ag

ouar, € RVE e {0,..,n},neN.

Les nombres ay, sont les coefficients du polynéme. Si a,, # 0, on dit que le polynéme P est de degré n et on note
deg P = n. Dans ce cas, a,, est son coefficient dominant.

Si tous les coefficients sont nuls, on dit que P est le polynéme nul. Le polynéme nul ne posséde pas de degré.

3. Deux polynémes P = ag + a1z + .. + ap,z™ et Q = bo + bix + .. + b, a™ sont égaux ssin =m et Vk € {0,..,n} ar = by.
4. On note R[X]| I'ensemble des polynoémes et R,,[X] I'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a n.

Exemple 5

1. g s 2002

est un monome de degré 2002 et 1 est son coefficient.
2. Le polynéme x +— 723 — 322 4 10 est de degré 3 et son coefficient dominant est 7.

3. Siaz? +br+c=3r+2=022+3zx+2alorsa=0,b=3et c=2

4 Rappel sur la dérivation et les tangentes

Nous rappelons pas dans cette section la définition et les différentes propriétés de la dérivée qui sera vue dans un chapitre
ultérieur. Nous admettrons que les formules suivantes sont valides

2" (neN) | nz" 1 (u(@)* (neN) [ nxu/(z) x (u(z))" !
2® (@ €R) | az™ 1 (u(@)* (a €R) [ axv/(z) x (u(z)*"
P P 6u(w) u’(m)e“(“”)

T nulz u'(x)
Inx - Inu(x) ()

Si f est une fonction dérivable en a, on appelle tangente & la coube représentation C¢ de f au point d’abscisse = a, la
droite d’équation

y= f'(a)(z —a)+ f(a) (Equation de la tangente au point d’abscisse = = a)



Fonctions numériques de deux variables réelles

1 R? et quelques uns de ses sous-ensembles remarquables

1.1 R?

Rappellons pour commencer que R? désigne I’ensemble des couples (z, %) ot z et i sont des nombres réels. Traditionnellement,

on représente graphiquement R? sous la forme d’un plan muni du repére orthonormée (O, 7, 7) Un élément (z,y) de R?
est associé au point M du plan de coordonnées (x,y). D’autre part tout point M du plan est associé naturellement & son
couple de coordonnées (z,y) qui est un élément de R2.

axes des ordonnées

axe des abscisses

représentation graphique de R?

1.2 Droites
L’axe des abscisses se note traditionnellement (Oz) (il s’agit d’une droite) et 1’axe des ordonnées (Oy). L’équation de la
droite (Ozx) est ensemble des points M (z,y) dont 'ordonnée est nulle donc

(0x) = {(z,y) € R? tel que y = 0}

On dit que y = 0 est ’équation de la droite (Ox). De fagon analogue, la droite (Oy) a pour équation z = 0 i.e. posséde
comme équation

(0y) = {(z,y) € R? tel que z =0}
Plus généralement, toute droite du plan posséde une équation du type
y=ar+boux=c
ou de maniére équivalente, I’équation de toute droite du plan est de la forme

ar+by+c=0

1.3 Graphiques de fonctions d’une variable

Si f désigne une fonction d’une variable réelle dont le domaine de définition est un ensemble I. La représentation graphique
de f, qui est définie rappelons-le par {(z,y) € R? tels que 2 € I et y = f(x)}.
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-125T

=257

=375

5T

On déduit naturellement trois nouveaux sous-ensembles remarquables
1. L’ensemble "au dessus" (resp. strictement "au dessus") du graphique de f est défini par
{(z,y) € R?* tels que = € I et y > f(z) (resp. y > f(z))}
2. L’ensemble "en dessous" (resp. strictement "en dessous" du graphique de f est défini par
{(z,y) € R?* tels que = € I et y < f(z) (resp. y < f(z))}
3. L’ensemble complémentaire du graphique de f ("tout sauf le graphe de f”) défini par
{(z,y) € R* tels que = € I et y # f(z)}

qui n’est que la réunion des ensembles "au dessus et en dessous" du graphique de f.

1.4  Cercles

Un autre type sous-ensembles de R? est fourni par les cercles. Par exemple, le cercle de centre I'origine (0,0) et de de rayon
r posséde comme équation

CO,r)={(z,y) € R? tel que %+ yQ = 7“2}

Plus généralement, 1’équation du cercle C((a,b),r) de centre (a,b) et de rayon r est

C((a,b),r) ={(z,y) € R? tel que (x — a)? + (y—b)* = 7=2}

2 Fonctions numériques de deux variables réelles

Définition 12
On appelle fonction numérique de deux variables réelles la donnée d’un sous-ensemble Q de R? et d’une application qui a
tout couple (z,y) de R? associe un unique nombre réel f(z,y).

Exemple 6
Les fonctions f(x,y) =z +y et g(x,y) = exp(zy) + y? — 1 sont des fonctions numériques de deux variables réelles

Définition 13
Le domaine de définition d’une fonction f est I'ensemble des couples (x,y) € R? pour lesquels I'expression f(x,y) existe

Exemple 7
Soit f la fonction définie par f(z,y) = In(x + y). L’expression f(z,y) est définie si et seulement si z +y >0 < y > —z.

Définition 14
Soit f une fonction numérique de deux variables réelles. On appelle surface de niveau ¢ I'ensemble des points (z,y) du plan
tels que f(x,y) = ¢ (f est constante sur la ligne de niveau)

Exemple 8
La surface de niveau c de la fonction  + 3y est I’ensemble
9 9 c 2z
{(z,y) € R” tels que 2z + 3y = 2} = {(z,y) € R* tels que y = 3 ?}
1l s’agit donc d’une droite. De la méme fagon, on constate que toutes les surfaces de niveau de cette fonction sont des droites
du plan.
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Exemple 9
La surface de niveau ¢ de la fonction 22 + y? est I'ensemble N, = {(z,y) € R? tels que 22 + y* = c}.
On remarque pour commencer que x> et 32 sont toujours des nombres positifs donc z2+y? est toujours positif. Par conséquent,

1. si ¢ est strictement négatif, 'ensemble N, se réduit a 'ensemble vide.
2. si ¢ est nul, on a 2% + 32 = 0 ce qui implique que =y = 0 donc N, = {(0,0)}

3. si ¢ est strictement positif, 'ensemble N, est un cercle de centre (0,0) et de rayon +/c.
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Polynémes

Diverses définitions sur les polynomes ont été données dans le chapitre sur I'introduction aux fonctions d’une variable réelle

Proposition 7
1. Le degré d’un monéme constant non-nul est 0.

2. deg(P + Q) < max(deg P, deg Q)
3. deg(PQ) = deg P + deg @
0.1 Divisibilté

Définition 15
Soient A et B € R[X]. On dit que B divise A et on le note B | A ssi 3C' € R[X] tel que A = BC.

Proposition 8
1. Si B | A alors deg B < deg A

2. VAeR[X], Al A
3. SiA|BetB|C alors A|C.

4. Un polynoéme constant non nul divise n’importe quel polynéme.

0.2 Zéros d’un polynome

Définition 16
Soit P € R[X] et a € R. On dit a est un zéro de P ssi P(a) = 0.

Théoréme 1
Soit P € R[X] et a € R. Alors a est un zéro de P ssi (x —a) | P

Définition 17
Soit P € R[X] et a € R. On dit a est un zéro d’ordre k de P ssi (x —a)* | P et (x — a)**' | P.

0.3 Dérivées d’un polynome

Définition, 18
Soit P = " apz* € R[X].
k=0

1. On appelle polynoéme dérivé de P et on le note P’ le polynéme défini par

P'(z) = na,z" ' + (n — Dap_12" % + ... + 2402 + ay

2. Le polynéme dérivé seconde de P (que 'on note P" ou P®) ) est le polynéme dérivé du polynome dérivé de P c’est-a-dire
P2 — (P/)/

3. Plus généralement, si 'on dérive k fois successivement le polynéme P, on obtient le polynéme dérivé d’ordre k (ou
dérivée k¢™¢) de P et on le note P(F),

Théoréme 2
Soit P € R[X] et a € R. Alors a est zéro d’ordre k de P ssi P(a) = P'(a) = .. = P*~V(a) =0 et P¥)(a) #0

Exemple 10
Soit P(z) = 2° — 4z + 423 + 22% — 5z + 2.
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1. On constate que 1 est racine évidente de P. Calculons les dérivées successives de P évaluées en 1.

P(1) =0

P'(x) =4z +122% — 1623 + 52* —5 donc P'(1)=0

P"(x) = 24z — 4822 + 2023 + 4 donc P"(1)=0

PG (z) = —96x + 6022 4 24 donc  donc PG (1) = —14 #0

D’aprés le théoréme 1 est racine d’ordre 4 de P donc (z — 1)3 | P c’est a dire qu'il existe un polynome Q(z) tel que
P(z) = (z —1)°Q(x)
avec Q(1) # 0.

2. Cette méthode va en fait nou permettre de factoriser le polynome P.
On remarque —1 est une utre racine évidente de P. Les calculs précédents montre que P(—1) =0 et P'(—1) =24 #0
donc —1 est racine d’ordre 1.

3. Ona P(—1) = (=1 —1)3Q(~1) donc Q(—1) = 0. Tl existe donc un polynéme R(z) tel que Q(z) = (x — (—1))R(x) ce
—— Y
=0 #£0
qui montre que
P(z) = (z —1)3(z + 1)R(z) (3.1)
4. deg P = deg(z — 1)3 + deg(z + 1) + deg R donc deg R = 1 ce qui implique que R est de la forme
R(z)=azx+b

En développant la formule et en regardant le coefficient de plus haut degré et de plus petit degré, on a a = 1 et
b= —2. Ainsi
P(z) = (z - 1)*(z +1)(z — 2)

0.4 Division euclidienne
Rappelons que si a et b sont deux entiers avec b # 0, il existe un unique entier ¢ et un unique entier 0 < r < b tel que
a=0bqg+r.

L’entier ¢ s’appelle le quotient de la division euclidienne de a par b et r le reste de cette division euclidienne.
Il existe une formule analogue pour les polynomes.

Théoréme 3
Soient A et B deux polynémes réels ou B est un polynéme non nul.
1l existe un unique polynéme @ et un unique polynéme R tel que deg R < deg B et tel que

A= BQ + R.
Le polynome @ s’appelle le quotient de la division euclidienne de A par B et R le reste de cette division euclidienne.

Corollaire 1
Un polynéme P divise un polynome @ ssi le reste de la division de P par @) est nul

Nous allons traiter sur un exemple la détermination explicite du quotient et du reste d’une division euclidienne

Exemple 11
Déterminer le reste et le quotient de la division de 223 + 2% — 5z + 5 par 22 — 2 :
On pose la bonne vielle division et on commence par éliminer le terme 222, Pour cela, il suffit de multiplier le dividende par 2x

23 a2 5z 45| z2-2
— (223 — 2z2) 2z
3z -2z +5

puis on élimine le terme de degré 2 en multipliant le dividende par 2 ce qui nous donne

23 + 22 -5z +5 z2 =2
—(22% — 2z2) 2x + 3
322 -2 +5
—(32% - 6)
—5x+ 11
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Le reste de notre division est un polynéme de degré 1 donc de degré strictement inférieur au degré du diviseur ce qui signifie
que notre division est achevée et on a la relation

223 + 22 —5x 4+ 5= 2z + 3)(2? —2) — bz + 11

L’intérét de la division euclidienne apparait lors de la factorisation des polynémes. Si vous disposez d’une racine évidente
a d’un polynome P, le théoréme (1| montre que (z — a) divise P donc il existe un polyndome @ tel que P = (z — a)Q. Pour
déterminer @, il suffit d’effectuer la division de P par x — a et le quotient est @) (bien entendu, le reste de la division se doit
d’étre nul car P divise Q)
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Principe de récurrence et symboles de sommations

1 Symboles de sommations

Définition 19
Soit n et m deux entiers. On désigne par {n,..,m} I'ensemble des entiers compris entre n et m.

Lemme 2
1. Il y a n nombre entier dans I'ensemble {1,..,n}.

2. Plus généralement, il y an —m + 1 entier dans I'ensemble {n,..,m}.
Définition 20
1. Soient ag, a1, ..,a, (n+ 1) nombres réels.

n
La notation symbolique Y aj désigne la somme ag + a1 + .. + a,, et elle se prononce somme de k =0 a n des ag.
k=0

2. Plus généralement, si ay,,any1, --, @y sont des nombres réels.
m

La notation symbolique > aj, désigne la somme a,, + dn41 + .. + a, et elle se prononce somme de k =n am des ay.

k=n
Exemple 12 "
1. In(2) +In(3) + .. + In(n) peut s’écrire aussi Y, In(k).
k=2
29
2. Question : que représente la notation symbolique ol
k=8
Ré P S
éponse : et —.
P Tx12  Tx22 | Tx32 7 % 292

Le symbole de sommation ) vérifie certaines régles de calculs qui sont d’utilisation courante et que nous énongons dans
le lemme suivant.

Lemme 3
Soient n,m deux entiers et G, Gp11, .., Gy €6 by, byi1, .., by, des nombres réels. Alors on a

1. (akerk): Zak+ Zbk
k=n k=n k=n

2. > (ak—br)= 3> ax— > bk
k=n k=n k=n

3. Pour tout nombre réel A, Y Aar =\ Y ag

k=n k=n
4. Relation de Chasles. l
m

m+l
Pour tout entier positifl, on a > ar= > ar+ Y. ag
k=n k=n k=m+1

Preuve

On ne prouvera que la premiére égalité, les autres se prouvant de la méme fagon.
m

Yo (ak +bk) = (an+bn) + (ant1 +bog1) + - (am + bim)

k=n
= (an + ant1 + --am) + (b + bpy1 + o)
= Z ar + Z by
k=n k=n
cqfd. m

Proposition 9
Sommes remarquables
Soit n un entier positif. Alors on a les égalités suivantes :
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n 1
1LY k= M
k=1 2
n 1— qn+1
2. pour tout nombre réel q différent de 1, on a ) ¢* = 4
k=0 —4q

n n
On remarque que Z ap = Z a; = Y aq. "L’entier" k est ce que I'on appelle I'indice de sommation de la somme ) a. Il

k=l 7=l a=l k=0

s’agit d’une variable muette c’est-a-dire que 1’on peut la noter k, j, « ou encore a l'aide de toute lettre que ’on souhaite. On
utilisera réguliérement cette remarque lors des changements de variables qui sont définis par le lemme dont voici I’énoncé.

Lemme 4
Changement de variable
Soient [,n,m des entiers et anyi,Gntit1, .., Gm+i des nombres réels.

m—+1

m
Alors > apy1 = Y. ay (on dit que l'on a fait le changement de variable j = k +1).

Exemple 13 52
Simplifier >

k=n k=n-+l1

+k—-2

g @ utilisant le changement de variable j = k — 2.
k=3 -

On adopte la méthode mnémotechnique suivante :
On pose j =k — 2 alors k = j 4+ 2, ce qui nous donne

k2 -

k=2 (+2°-(+2) -2 _ 5°+3j _ i—s

-2 J,

J
D’autre part, quand k£ = 3, alors j = 1 et quand k£ = 10 alors j = 8.

0 k2+k—2

Donc ) g = zi:( +3)

k=3

2 Principe de récurrence.

Supposons avoir défini pour tout entier n > 0 une propriété P,,.

Lemme 5

Principe de récurrence

Soit ng un entier positif. Supposons que Py, est vraie. SiVn = ng, P, est vraie implique P,,11 alors Vn > ng la propriété P,
est vraie .

La propriété P,, se nomme la propriété P au rang n.
La vérification de la véracité de P,, s’appelle l'initialisation de la récurrence.

Exemple 14

. Montrer que Vn > 1, 14+2+..+n

1. Montrer que Vn >0, 2" > n+ 1. On pose P, : 72" > n+17.

Initialisation : m = 0. 2° =1 > 0+ 1 donc P, est vraie.

Supposons que P, soit vraie. Nous devons prouver que P, 41, c’est-a-dire que 2"+ > n + 2.

27Tl =2 x 2" donc 2" > 2(n+1) =2n+2. Or 2n+2 — (n+2) = n > 0 donc 2n + 2 > n + 2. Par conséquent
27+l > n + 2, ce qui démontre que P, est vraie. Ainsi P, est vraie pour tout entier n positif.

(n+1).

1
On pose Pn:”1+2+.,+n:w»'

Initialisation : n = 1. Le membre de gauche de I'égalité est égal a 1.

Le membre de droite est égal a = 1. Donc P; est vraie.

Supposons que P,, soit vraie. Le membre de droite de P,y est
142+ ..+ n+ (n+1). Donc, puisque P, est vraie, on a

1 1 2
1+.+n+(n+1)= %—i—(n—&-l):(n—l—l)(%—i—l):%.Ainsi Pr1 est vraie et donc Vn > 1, P,
n(n+ 1)

est vraie c’est-a-dire Vn > 1, 1+ 2+ ..+ n 5



Dénombrement

1 Opérations sur les ensembles

Définition 21
Soit E un ensemble. . On note par P(FE) I'ensemble des sous-parties de E.

Exemple 15
P({1,2,3}) = {2, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}.

Définition 22
Soient A et B deux sous-ensembles de E.

e AUB={z€FE telquex € Aoux € B}.
e ANB={z € FEtelquexc Aetxec B}

o A\B={z€FE tel quex € A et x ¢ B}. L'ensemble A\B se note encore CoB. Dans le cas particulier ot A = E, E\A
se note également CA ou A.

e si AN B = @ on dit que A et B sont disjoints.

Exemple 16
On considére 'ensemble E = {0,1,2,3,4,5} ainsi que ses sous-ensembles donnés par A = {0,1,3,4} et B = {2,3,4}. Alors
AUB=1{0,1,2,3,4}, An B ={3,4}, A\B={0,1}

Définition 23
Soient E et I deux ensembles. Soient (E;);c; une famille de sous-ensembles de E. On dit que la famille (E;);c; est une
partition de E ssi (E=|J E; et E;NE; =@ sii#3jVi,j€l).

i€l

Définition 24
e Soient E et F deux ensembles. On note E x F I'ensemble des couples (x,y) ot x est un élément de E et y est un
élément de F. Cet ensemble se prononce E croix F.

e Plus généralement, si F1, F>, .., E, sont n ensembles, on note F1 X Ey X .. X E, I’ensemble formé des n—uplets de la
forme (z1, 22, ..,T,) avec 1 € E1, 9 € Ea, .., T, € Ey,.

e Si, en outre By = Ey = .. = E, = E, alors I'ensemble E; X E5 X .. X E,, est noté conventionnellement E™.
Exemple 17 1
e (—3,m) est un élément de Z x R car —3 € Z et w € R. Par contre (5, V/2) n’est pas un élément de Z x R car, bien que
1
V2 €R, 3 ¢ 7.

e R* désigne les 4—uplets de la forme (z1, z, 3, 74) tel que les quatre éléments 1, T2, 23, x4 sont des nombres réels.

2 cardinaux

Définition 25
Soit A un ensemble comportant un nombre fini d’éléments. On appelle cardinal de A le nombre d’éléments de A et on le note
card(A) ou |A| voire encore #A.

Proposition 10
Soit E' un ensemble fini et A un sous-ensemble de E. Alors

1. card(A) < card(E)
2. card(A) = card(E) ssi A= F

Théoréme 4
Soient A et B deux sous-ensembles d’un ensemble fini E.
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1. Si An B =@, alors card(AU B) = card(A) + card(B)
2. card(A\B) = card(A) — card(AN B)

3. card(A) = card(E) — card(A)

4. card(AU B) = card(A) + card(B) — card(A N B)

Théoréme 5 (Crible de Poincarre)
1. Soit (A;)1<i<n une famille de partie d’un ensemble finie E. Alors on a

card( U A;) = Z card(A;) — Z card(A;; NA;,) + Z card(A;, NAi, NA;,) + ..
1<isn 1<isn 1<i1<ia<n 1<41<i2<i3<n
HEDRE YT card(Ay NN Ay) 4 (1) card(A N Ay NN Ay)

1< <. <ig<n

2. En particulier, si A, NA; =@ sii#jVi,je{1,..,n} card( U A)= > card(4;)

1<i<n 1<i<n

Exemple 18
Pour comprendre la formule du crible de Poincarré, nous allons ’expliciter pour n = 3

3
card(A; U As U A3) = > card(4;) — card(A1 N Ag) — card(A; N Az) — card(Az N Az) + card(A; N As N Ajg).
i=1
Proposition 11
1. Si E et F sont deux ensembles finis alors E X F' est un ensemble fini et card(E x F') = card(E)card(F)

2. Plus généralement si E1, .., E, sont des ensembles finis alors E1 X .. X E, est un ensemble fini et

card(Ey X .. x E,) = card(Ey)..card(E,,)

3. En particulier, si E est un ensemble fini alors E™ est un ensemble fini et card(E™) = (card(E))"

3 p-listes

3.1 p-listes générales

Définition 26
Soit E un ensemble. On appelle p-liste d’un ensemble E, tout élément de EP c’est-a-dire tout p-uplet de la forme (eq, .., €p)
one; € EVie{l, ., p}.

Remarque 2
1. Les éléments ne sont pas nécessairement deux a deux distincts. Des éléments peuvent apparaitre plusieurs fois. Par
exemple, (8;8;8), (1;8;5) et (7;5;7) sont des 3-listes de N

2. Dans une p-liste, l'ordre des éléments est important. Par exemple, la 2-liste (5;7) de N n’est pas la méme que (7;5).

Proposition 12
Le nombre de p-listes d’un ensemble E a n éléments est nP.

Cela découle tous simplement que les p-listes d’un ensemble E a n éléments forment ’ensemble EPet donc son cardinal est
(card(FE))P.

3.2 Arrangements

Définition 27
Un p-arrangement d’un ensemble E est une p-liste de E constituée d’éléments deux a deux distincts

Exemple 19
(1;8;5) est un 3-arrangement de N. Par contre, (8;8;8),et (7;5;7) ne sont pas des 3-arrangements de N.

Proposition 13
Soit E un ensemble & n éléments. Si AP désigne le nombre de p-arrangements de E alors

AP =n(n—1).(n—p+1) =

n

(n —p)!
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3.8 Permutations

Définition 28
Soit E un ensemble a n éléments. On appelle permutation de E tout n-arrangement de F.

Proposition 14
Soit E un ensemble a n éléments. Alors il y a n! permutations de E.

4  Parties d’un ensemble

4.1 Combinaisons

Définition 29
Soit E un ensemble a4 n éléments. On appelle combinaison a p éléments de E toute partie de E a p éléments.

Exemple 20
Si E = {1;..;10} alors {2;5;7} et {1;8;10} sont des combinaisons a 3 éléments de E.

Proposition 15 n
Soit E' un ensemble a n éléments. Si C¥ (ou encore ( » )) désigne le nombre de combinaisons a p éléments de E alors

AP n!
cr=(")=Ln o
" ( p ) pl pl(n—p)

Proposition 16
Vn € N et Vp € {0;..;n}, on a

cr =cnr co=cr=1 Ccl=crl=n cr="crt

n n

Proposition 17
Triangle de Pascal.
Pour tous n et p deux nombres entiers positifs tels que p < n, on a

D p _ o+l
Cn + CnJrl - Cn+1‘

On peut se souvenir de cette formule en utilisant le schéma suivant :

n=2~0 1
n=1 1 1
n=2 1 9 1
n=3 1 3 3 1
n=4 1 [ 1 6 4 1
n=>5 1 5 10 10 5 1
n n
" ! " <p> <p+1> !
n+1 1 n+1l ... (ZI}) n+1 1

Théoréme 6

Formule du binéme de Newton.
n

Soient a,b deux nombres réels et n un entier. Alors on a (a +b)" = . CFa*b"k.
k=0

4.2 Dénombrement de P(FE)

Théoréme 7
Si E est un ensemble a n éléments alors card(P(E)) = 2"
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Preuve
Notons Ej, I’ensemble des parties de F a k éléments. Alors la famille (Ej)o<r<n est une partition de P(FE) donc

card(P(E)) = anrd(Ek)
k=0

La propositionmontre que card(Ey) = CF donc card(P(E)) = 3. Ck.

n

Or la formule du binéme montre que 2" = (1+1)" = Y. C* =
k=0



Suites

1 Limites de suites.

1.1 Définitions.

Définition 30
On dit qu’une suite u converge vers | € R ssi pour tout nombre € > 0, la distance de u,, a |l n’excéde pas £ dés que n est
assez grand. On traduit cette phrase mathématiquement par

Ve > 0,3ng € N tel que ¥n = ng, |u, — 1] < e.

Le nombre [ s’appelle la limite de la suite u et se note lilf Uy, -
n—-+0o0o

On dit qu’une suite diverge si elle ne converge pas. Dans ce cas la suite ne converge vers aucun nombre comme la suite
(—=1)™, mais il se peut aussi que son terme général devienne de plus en plus grand sans tendre vers un nombre réel. Par
exemple, la suite 3n — 5 ou 2", ce qui nous ameéne & poser la définition suivante.

Définition 31
On dit qu’une suite u diverge vers 400 (resp. —oo) ssi pour tout nombre A, le terme w,, est supérieur (resp. inférieur) a A
deés que n est assez grand. On traduit cette phrase mathématiquement par

VA € R,3ng € N tel que ¥n > nou, > A (resp. < A).

Un abus courant de convention consiste a noter lilf Un = 400 (resp. —oo).lorsque la suite diverge vers +o0o (resp. —o0).
n—-1+0o0o

1l existe une autre convention d’écriture des limites. Si la suite u tend vers [ €[—o0; +00], on peut écrire encore u,, — I.
—_— n—-+00

Exemple 21
e La suite 3 + & converge vers 6.

e La suite —n> + n diverge vers —oo.

Proposition 18
1. Toute suite convergente est bornée.

2. Si la suite u tend vers | € R alors |u,| — [l
n—-+00

3. Si la suite u tend vers | € R alors pour tout nombre entier p,

lim u,4p =I. En particulier, lim up4, =1
n—-+oo n—-+o0o

Proposition 19
Soit ¢ un nombre réel. Alors la suite (¢")n>0

1. converge vers 0 ssi |g| < 1.
2. converge vers 1 ssi ¢ = 1.
3. diverge vers +oo ssi g > 1

4. ne posséde pas de limite ssi ¢ < —1.

2 Opérations sur les limites.

Nous allons énoncer les régles de calculs sur les limites par des tableaux. La notation F.I. signifie forme indterminée ce qui
signifie qu’aucun théoréme ne nous permet de conclure en général. Nous verrons par la suite des méthodes pour lever cette
indétermination.
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Addition
nEIJIrlOO(un +v,) | —00 l 400 | «— nErJrrloovn
—00 —o00 | —o0 | F.L
U —oo [ [+ | +00
+00 FI | 400 | 400
lin,lT [

n=+oo

Mulplication par un nombre
Si la suite u converge vers [ et si A est un nombre alors lirf (Aup) = A x L.
n—-—1+0oo

Produit
lirJrr1 (U Xvp) | —o0 [ I<O0| O [I>0] 400 | «— lilzrrl U
—00 -0 | +oo | FII. | —o0 | —o0.
I'<0 4oo | I xU 0 [Ix!'] —o0
0 F.L 0 0 0 F.I
>0 —oo | IxU 0 [Ix! ]| 400
+00 —o0 | +oo | FII. | +00 | +00
T
lim u,
n—-+oo
Inverse
lirf Up | =00 | 1#0|1=0] 4
lim i 0 1 F.I 0
n—+400 Uy, l
Quotient

. . . U 1 -
Nous n’avons pas besoin d’en établir le tableau. En effet, il suffit de remarquer que — = u,, x —, d’utiliser le tableau de
n vTL

1
Pinverse pour la suite (—),>o puis d’utiliser le tableau du produit.
Up

Exemple 22 92— 2
Déterminer la limite de la suite 33
n
1 ) 5
3N = 4oo=—=> = - 0== - 0=2-= — 2
n—-+00 3" n—+oo 3" n—+oo 3" n—+oo

1
n® — 4o0=— — 4

n—-+o0o n3 n—-+4oo
5
2- o
par conséquent lim 3" _

n—-4o0o ’n,?’

3 Limites et inégalités.

Proposition 20
Si u est une suite positive et converge vers | alors [ > 0.

Proposition 21
Soient u et v sont deux suites telles que u,, > v, Yn >

0.
1. Si les suites u et v convergent vers | et I’ alors [ > I'.
2. Si la suite v tend vers +oo alors u tend vers +0c0.
3. Si la suite u tend vers —oo alors v tend vers —oo

Remarque 3
e Le premier point de laproposition est absolument fausse si I’on remplace les inégalités larges par des inégalités strictes.
Par exemple,

1 1
1+4—>1—— Vn=>1.
n n

1 1
Or lim 1+4—=1= lim 1— — et bien entendu 1 » 1!

n—-+o0o n n—-+o0o n
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e Pour le second point, si la suite u tend vers 400 cela n’implique absolument rien pour v. Par exemple n > —. La suite

SHE

(n)n>0 tend vers oo alors que celle de droite tend vers 0.

Théoréme 8 (théoréme d’encadrement)
Soient u, v, w trois suites telles que
Yn >0, u, <<v, < w,.

Supposons que les suites u et v convergent vers une méme limite |. Alors la suite v converge vers I.

Proposition 22
Soient u une suite convergente et v une suite tendant vers 0. Alors la suite (u,vy)n>0 converge vers 0.

4 Outils de comparaisons

4.1 FEquivalents et o

Définition 32
Soient u et v deux suites. On dit qu’au voisinage de I'infini

U
1. u est négligeable devant v et on I'écrit u,, = o(v,) ssi (v, # 0 & partir d’un certain rang et lim — = 0)
n—-+oo n—-+oo Un

7 L3 N\ 3 3 . N . . . un
2. w est équivalente a v et on l'écrit w,, ~ v, ssi (v, # 0 a partir d’'un certain rang et lim — =1).
n— oo N—+00 Uy,

Proposition 23
Soitent u et v deux suites.

Up o~ Un & Un = Un = o(vp)
Exem;ile 23 ) nt 4 m43 1 1 3
L.n*+n+3 = on)car ——=—+—+— — 0
n—-00 nb n?2 n® nb noteo
n?+1
2 - -
n” +1 nd 1
2. — n_’r\;wﬁcarf—ﬁﬁ-lnjml
n3
Proposition 24
eu, = o(l)ssiu, — 0.
n—+00 n—-+00

e Soit | un nombre non-nul. Alors w,, ~ [lssiu, — I
n—-+oo n—-+4oo

® Up ~ Up,

e Siu, ~ w,alorsv, ~ U,
n—-+oo n—-+oo

e Siu, ~ w,etv, ~ w,alorsu, ~ w,
n—-+oo n—-+oo n—-+o0o

e Siu, ~ w,alorsup,s, ~ UnSp

n—-+oo n—-+oo
. . N . , . Up, Un
e Siu, ~ w,etsis,#0 apartir d’'un certain rang alors — ~ —.
n—-+oo Sn n—-+4oo Sn

(0}

o Siu, ~ w,etu, >0 apartir d’un certain rang alors Vo € R , uy ~ %

n——+oo n——+oo

e Siu, ~ v,

alors |up| ~  |on).
n—-+o0o n [e’e}

—+

Théoréme 9
Deux suites équivalentes u et vsont de méme nature, c’est-a-dire

e y converge ssi v converge et dans ce cas elles ont la méme limite.
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e u diverge vers 400 ssi v diverge vers +o0.

e u n’a pas de limite ssi v n’a pas de limite..

Théoréme 10
Siu, = o(v,) et si
n—-+oo

1. la suite v tend vers 0 alors u tend vers 0

2. |lu,| — +ooalors|v,| — +oo
n—-+4oo n—-+4oo

Proposition 25 (Table de références. )
en® = onf)ssi0<a<p

n—-+4oo

1 1
. nianaiooo(niﬁ) ssi0 < fB<a

(Inn)* = = o(n?) Va, 5 > 0.

n—-+4oo

en® = o(q")silg/>1eta>0

n—-+4oo

1
o " = o(ﬁ)si|q\<1eta>0

n—-+4oo

e Un polynome en n est équivalent a son monome de plus haut degré.

Exemple 24
n2002 = (2" et Tn!? — 50000n'° 41010 ~ 7n!3

n— 00 n—-+oo

4.2 Régles pour lever les indéterminations.

1. Formes indéterminées du type +oo — (+00)
Pour lever une telle indétermination, on factorise le terme qui croit le plus vite en valeur absolue vers +oo

00
2. Formes indéterminées du type —

00
Pour lever une telle indétermination, on factorise le terme qui croit le plus vite en valeur absolue vers +oc au numérateur
et au dénominateur

0
3. Formes indéterminées du type — (resp.0 X co)

Pour lever une telle indétermination, on factorise le terme qui décroit le plus vite en valeur absolue vers 0 au numérateur
et au dénominateur (resp. on factorise dans le premier facteur le terme qui décroit le plus vite en valeur absolue vers
0 et dans le second facteur le terme qui croit le plus vite en valeur absolue vers +oo

Exemple 25

1. 3" —10" = —10"(—(%)" +1) et —10" e T donc
3 —-10" — —o0
n—-4o0o
10 2
4
nt—10n3+2 P-4 ) nt 1
2. = ~ —— = —donc
3nt—1 3nd(1 — i) n—too 3nt 3
3nt
nt —10n3 + 2

1
3nt—1 n—otoo 3

5 Convergences de suites particuliéres.

Théoréme 11
1. Toute suite croissante et majorée est convergente.

2. Toute suite décroissante et minorée est convergente.
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Remarque 4
Si u est croissante et u, < 5 Vn > 0 alors u converge vers une limite [. Par contre, il est absolument interdit de penser

1

(et de le dire !) que [ = 5. Tout ce que l'on sait est que [ < 5. Par la suite w,, = 2 + — est croissante et majorée par 5 mais
n

sa limite est 2).

De méme un minorant d’une suite décroissante n’est pas en général sa limite (essayez de trouvez un exemple).

Définition 33
On dit que deux suites u et v sont adjacentes ssi

1. la suite est croissante
2. la suite v est décroissante

3. lim (up, —v,)=0

n—-+o0o

Théoréme 12
Deux suites adjacentes sont convergentes et ont la méme limite.

Théoréme 13

La suite u converge vers [ ssi (les suites (Uzn)n>0 €t (Ugpi1)n>0 convergent et lim us, = lim ug,y1 =1)
n—-+o0o n—-+4oo
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Espaces probabilisés

1 Notion d’application

Définition 34
Une application f est la donnée de deux ensembles A et B et d’une correspondance qui a tout élément x de A associe un
élément de B qui est traditionnelement noté f(zx).

A— B
x> f(x)
L’ensemble A est appelé ’ensemble de départ de f et B est I'ensemble d’arrivée de f.

f(x) se nomme I'image de f par x et si b= f(a) on dit que a est un antécédent de b par f.

L’application f se note f : { ou, s’il n’y a pas d’ambiguité possible, A f(x).

A— B

x— f(x

Définition 35
Soient une application f : {

) X un sous-ensemble de A et Y un sous-ensemble de B.

o f(X)={f(z), =€ X} désigne 'ensemble image direct de X par f. Il s’agit de ’ensemble des images de tous les
éléments de X par f.

o 1Y) = {be B tel qu’il existe a € A avec f(a) = b} désigne I'image réciproque de Y par f. Il s’agit de I’ensemble
des antécédents de tous les éléments de Y par f.

Remarque 5

Toutes les fonctions numériques que vous connaissez sont des applications d’un intervalle I de R dans R. Mais ce ne sont pas
les seules. Par exemple, lorsque vous jouez au loto, vous pouvez vous poser la question suivante ;

"Quelle est la probabilté d’obtenir six numéro gagnant,voire cing etc." Pour cela, & chaque événement "six numéros", "cinq
numéros", etc. vous lui associer la probabilité correspondante. En fait, vous venez de définr 'application P donnée par

P Iensemble des événements — [0;1]
) événement — probabilté de I’événement w

qui n’est pas une fonction d’une variable réelle.

2  Mathématisation de la notion d’événement

Définition 36

On appelle expérience (ou épreuve) aléatoire toute expérience dont le résultat est ne peut étre déterminé a priori. Les résultats
potentiels d’une expérience aléatoire sont appelés des événements. Un événement qui n’est jamais réalisé s’appelle événement
impossible et un événement qui se réalise toujours est un événement certain.

Exemple 26 (introductif)

Expérience Le lancer d’un dé cubique (a six face) dont les faces sont numérotés de 1 a 6 et lecture du numéro de la face
supérieure obtenue.

"obtenir un numéro pair" est un événement, "obtenir un numeéro pair et impair" est un événement impossible et "obtenir un
numéro pair ou impair" est un événement certain.

Notons Q = {1;2;3;4;5;6} et w le chiffre obtenu donc w € Q. Par exemple, si 'événement est A; : "obtenir un numéro pair"
est réalisé ssi w € {2;4;6}. L’événement Ay : "obtenir un numéro supérieur ou égal & 4" est réalisé ssi w € {4;5;6}.

Un événement est certain ssi w € {1;2;3;4;5;6} et un événement est impossible ssi w € .

Nous remarquons que les événements A; et As sont réalisés simultanément ssi w € {4;6} = {2;4;6} N {4;5;6}.

Qu’en-est-il de I'événement A; ou Ay ? I'événement A; est réalisé ou Ag est réalisé ssi w € {2;4;5;6} = {2;4;6} U {4;5;6}
L’événement A; est réalisé mais pas Ag ssi w € {2} = {2;4;6}\{4;5;6}

L’événement A; n’est pas réalisé ssi w € {1;3;5} = Q\{2;4;6}

Nous voyons sur cet exemple, que la mathématisation des événements fait intervenir un ensemble Q (celui des résultats
possibles) ainsi que toutes ses parties P(£2). Nous allons résumer cela dans la régle suivante.

Tous les événements qui vont intervenir correspondent & une méme expérience.

1. L’événement A et B est réalisé est représenté par AN B
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2. L’événement A ou B est réalisé est représenté par AU B
3. L’événement A est réalisé mais pas B est représenté par A\B
4. Deux événements sont dit incompatibles ssi AN B = &

5. La réalisation de I’événement A implique la réalisation de I’événement B se traduit par A C B

Cette derniére régle se comprend trés bien comme suit :

(A est réalise < we A
I

(B est réalisc < weA)
i)
ACB

3 Espace probabilisé fini

3.1  Cas général

Dans 'exemple [26] nous avons utilisé comme ensemble d’événements I’ensemble des parties de Q. En général, il ne sera pas
toujours utile de travailler avec P(2) tout entier mais avec seulement une partie particuliere Ade P(Q2). Un exemple typique
est de travailler sous la condition qu’un événement est déja réalisé (par exemple, obtenir A; sachant B est réalisé) ce qui
nous amene 4 la définition suivante. Bien entendu, il faudra toujours que si A et B sont deux parties de A alors ANB, AUB
et A\ B soient également des parties de A.

Définition 37
Soit Q un ensemble fini et A une partie de P(2). On dit que A est une tribu (ou o-algébre) de Q ssi

1. Q € A ("I’événement certain est possible")
2. YA€ A, Ac A ("si un événement peut se réaliser, son contraire aussi")

3. VAy, Ay € A, Ay U U A, € A ("si deux événements peuvent se réaliser alors I'un ou 'autre peut se réaliser”).

Dans ce cas, on dit que le couple (2, A) est un espace probabilisable.
Les éléments de A sont appelés événements.
Si en outre, A = P(Q) les singletons {w} (w € ) sont appelés les événements élémentaires.

Exemple 27
Si © est un ensemble fini alors P(£2) est une tribu de 2

Définition 38
Soit (£, A) un espace probabilisable. On appelle probabilté sur (2, A) toute application P de A dans [0;1] telle que

P =1
et VA, B € A telsque ANB =g
alors P(AUB) = P(A) + P(B)

Le triplet (2, A, P) est appelé espace probabilsé fini et VA € A, P(A) s’appelle la probabilité de A.
Un événement A € A est dit négligeable ssi P(A) =0

Remarque 6
11 ne faut pas croire que P(A) = 0= A = &. Nous verrons des contre-exemples en TD

Proposition 26
Soit A une tribu de §2 alors on a

1. oA
2. SiA,Be Aalors AUB,ANBet AABe A

3. Sivk e {l;.;n}, A, € A, alors (| A, € A
k=1
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Proposition 27
Soit (£2, A, P) un espace probabilsé fini et soient A, B deux événements. Alors on a

1. P(@)=0

P(A)=1- P(A)
P(A\B) = P(A) — P(ANB)
Si A C B alors P(A) < P(B)

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

A

Proposition 28 (Crible de Poincarré)
Soit (£2, A, P) un espace probabilsé fini et soit (A;)1<i<n une famille de partie d’un ensemble finie E. Alors on a

P(J 4) = > PA)- D PA,n4,)
1<i<n 1<i<n 1<i1<ia<n
+ Y PALNA,NAL) + .

1<i1<i2<i3<n

HEDRY YT P(AL NN A
1<i1<.. <1 <n

+(—1)"P(A1NAyN.NA,)

Théoréme 14
1. En particulier, si A;NAj =@ sii# jVi,je{l,..,n}

3.2 Cas particulier ou A = P(Q)

Le théoréme suivant va nous montrer que la détermination d’une probabilité, il est nécessaire et suffisant de connaitre la
probabilité de tous les événements élémentaires.

Proposition 29
Soit un espace probabilisé fini (2, P(2)) tel que Q = {w1;..;wp}.

1. Si P est une probabilité sur (Q,P(Q2)) alors on a Y P({wi}) =1
k=1

n
2. Soit p1, ., pn.n nombres réels positifs tels que > py = 1. Alors il existe une unique probabilité P sur (2, P(Q2)) tel que
k=0

Vk € {1;.;n} P{{wr}) = pr

Dans ce cas, si A = {y1;..;ys} € P(Q) alors P(A) = XS: P{yr}).
k=0

Définition 39
1. On dit que deux événements sont équiprobables ssi ils ont la méme probabilité

2. Une probabiltité est dite uniforme ssi tous les événements élémentaires sont équiprobables.

Théoréme 15
Soit (£2,P(€2), P) un espace probabilsé fini tel que la probabilité P soit uniforme. Alors on a

card(A)

VA € PO) P(A) = T

Traditionnelement, on traduit cette formule par

nombre de cas ot A se réalise

P(A) =
(4) nombre de cas possibles
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4 Probabilités conditionnelles

Théoréme 16
Soit (2, A, P) un espace probabilisé fini et A un événement de probabilité non-nulle. Alors application P4 définie sur A par

_ P(BN A)

définie une probabilté sur (€2, A). On Iappelle probabibilté conditionnelle relativement a A ou probabilité sachant A. P (B)
est souvent notée P(B/A)

Proposition 30
1. P(B/A)=1—- P(B/A)

2. 5i C C B alors P(C/A) < P(B/A)
3. P((CUB)/A)=P(C/A)+ P(B/A) — P((Cn B)/A).
4. La formule du crible de Poincarré reste vraie en remplagant P par Py.

Proposition 31 (probabilités composées)
Soient A1, .., A,, une famille d’événements telle que
P(Al N A2 n..N An—l) 7& 0. Alors on a

P(A1 N AN . N Ay) = P(A1)P(As A1) P(As/Ay N As).. P(An /AL N Ay .0 Ap_i)

Définition 40
Soit (§2, A) un espace probabilisable fini et soit Ay, .., A, une famille de partie de A. On dit que cette famille est un systéme
complet d’événements ssi

2 Q=A1UAU..UA,

Théoréme 17 (Formule des probabilités totales)
Soit Ay, .., A, un systéme complet d’événements et B un événement, alors on a

P(B)= 3 P(BAA) = 3 P(B/A)P(A)
c= k=1

k=1

Théoréme 18 (Formule de Bayes)
Soit Ay, .., A, un systéme complet d’événements et B un événement, alors Vk € {1;..;n} on a

P(A/B) = Tt

5 Indépendances en probabilité

Définition 41
Soit (Q, A, P) un espace probabilisé fini. On dit que deux événements A et B sont indépendants pour la probabilité P ssi

P(ANB) = P(A)P(B)

Proposition 32 - - o
Si A et B sont indépendants pour la probabilité P alors A et B (resp. A et B, resp. A et B) le sont aussi.

Définition 42
Soit (£, A, P) un espace probabilisé fini et Ay, .., A, n événements.

1. On dit que A4, .., A, sont deux a deux indépendants pour la probabilité P ssi
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2. On dit que Ay, .., A,, sont mutuellement indépendants pour la probabilité P ssi pour tout ensemble d’indice I C {1;..;n}

P(()4) =[] Pa)

iel el

Remarque 7
Par conséquent, si Ay, .., A, sont mutuellement indépendants pour la probabilité P alors ils sont deux a deux indépendants
pour la probabilité P

Proposition 33 o
Ay, .., A, n événements mutuellement indépendants pour la probabilité P. Si I'on pose Vi € {1;..;n}, B; = A; ou A; alors les
événements By, .., B, sont mutuellement indépendants pour la probabilité P
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Limites

Dans cette section, I désignera un intervalle I de la forme |a;b[, 2o un élément de I et f une fonction définie sur I sauf,
peut-étre, en xg.

1 définitions

Définition 43 (Limite en )

Soit | un nombre réel. On dit que f posséde | pour limite en xzq si f(x) est aussi proche que 'on veut de | dés que x est
suffisamment proche de xy. On peut traduire ceci mathématiquement par

Ve >0, Ja >0 tel que Ve € [ et |z — x| <e) = |f(z) =1l <e

Le nombre [ s’appelle la limite de f en zy. On note alors I = lim f(x) ou limf = voire encore f(z) — L.
zo

T—x0 T—T0

Exemple 28

1. Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 4o — 1 et g = 1. Alors quand x se rapproche de 1, f(x) se rapproche de
f(1) = 3. Nous allons le prouver avec la définition. Pour cela nous allons évaluer expression | f(x) — 3|

1f(z) — 3| = |42 — 1 — 3| = |4z — 4] = 4]z — 1]

donc |f(z) — 3| < e dés que |z — 1] < 2 donc f(z) — 3

r—1

2. Par contre, il ne faut penser qu'en général que lim f(x) = f(zp). Un exemple simple nous est fourni par la fonction
T—Tg

définie sur R et telle que

_Jz+1 st x#0 z+1 if #0
f(x)_{ ~2 s :c—(){ 2 if z=0

257

-257

On constate que f(x) e -2 # f(0)

Définition 44 (Limite infinie en zg)

On dit que f posséde +oo (resp. —oo) pour limite en xq si f(x) est plus grand (resp. petit) que tout nombre donné dés que
x est suffisamment proche de xoy. On peut traduire ceci mathématiquement par

VA € R (resp. VA €R), da > 0 tel que
(Vx € Tet|z—uxl<e)= f(z) > A (resp.f(z) < B)

On note alors lim f(z) = +o0o ou limf = 400 voire encore f(z) — +oo (resp. lim f(z) = —oco ou limf = —oo voire
o T—TQ xo

T—xo T—x0

encore f(x) — —00).
r—Xo
Définition 45 (Limite a gauche en zg)

Pour les limites finies (resp. infinies), elle est la méme que la définition (43 (resp. en remplagant Uintervalle I =|a;b| par
Ja; o[
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Définition 46 (Limite a droite en z)
Pour les limites finies (resp. infinies), elle est la méme que la définition |43 (resp. |44) en remplagant Uintervalle I =|a;b[ par
Jo; 0]
Exemple 29
Si 'on considére la fonction f définie sur R par
3r—1 si x< -1
fz) = 2 sioz=-1
2z siox>-—1

Alors son graphique "montre" que lim f(z) = —4 et lim+ (z) = —2. Nous allons le justifier rigoureusement.
rz——1— r——1

lim f(x)| Lorsque < —1, f(z)—(—4) =3z —14+4=32+3=3(z+1) donc |f(z) — (-4)| < e désque |z + 1| = |z — (-1)| < %

——1-

et x < —1

lim f(z)| Lorsque x > —1, f(z) — (—=2) =2z +4=2(x+ 1) donc |f(z) — (—2)| <e dés que [z + 1| = |z — (-1)| < g et x> —1

——1t

2 Opérations sur les limites

Théoréme 19
Soient f, g deux fonctions définies sur I sauf peut-étre en xy et possédant une limite en x.

1. Si f(z) 2 0Vx € I\{zo} alors lim f(z) > 0.

2. Si f(z) 2 g(x) Vo € I\{zo} alors lim f(z) > lim g(x).
T—xg T—T0
Théoréme 20 (d’encadrement)
Soient f, g, h trois fonctions définies sur I sauf peut-étre en xy.Supposons que 'on ait
Vo € I\{zo} f(z) < h(z) < g(x)
avec lim f(z) = lim g(x) =1.
Tr—x0 Tr—xo
Alors h posséde une limite en xy et lim h(z) =1
T—xg

Corollaire 2
Soit f une fonction bornée sur I\{xo} et g une fonction telle que
lim g(z) =0 alors lim f(x)g(z) =0
xr—xQ r—x0

Nous allons énoncer les régles de calculs sur les limites (qui seront valables pour les limites en zy ou & gauche ou a droite
en zg) par des tableaux. La notation F.I. signifie forme indterminée ce qui signifie qu’aucun théoréme ne nous permet de

conclure en général. Nous verrons par la suite des méthodes pour lever cette indétermination.
Addition

lim (f(x) +g(x)) | —c l +o0o | «— lim g(x)
T—T0 T—To
—00 -0 | —oo | F.I
Iy —o00 [ [+ | +0
+00 FI | +oc0 | +00
7
lim f(x)
z—z(

Mulplication par un nombre
Si lim f(z) =1 et si A est un nombre alors lim (Af(x)) = A x [.
T—XT0

r—Xo
Produit
lim (f(x) xg(z)) | —oo [ I<0]| O | I>0] 400 | «— lim g(x)
T—TQ T—T0o
—00 - | +oo | FI. | —o0 | —o0.
'<0 +oo | I x I 0 [Ix!'] —o0
0 F.L 0 0 0 F.I
>0 —oco | IxU 0 IxU' | +00
+00 —o0 | +oo | FI. | +00 | +00

lim f(z)

z—x(q
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Inverse

lim f(z) | —o0 | 1#0 | 1=0 | 40

Tr—TQ

1 1

lim —— | 0 - F.I 0

v f(2) I
Quotient

1

Nous n’avons pas besoin d’en établir le tableau. En effet, il suffit de remarquer que g((g = f(z) % @, d’utiliser le tableau

1
de Iinverse pour la fonction ﬁ puis d’utiliser le tableau du produit.
g(x
Proposition 34 (changement de variable)
Si lim f(x) =yo et lim g(z) = 2 alors lim g(f(z)) = zo.
r—Xo r—7Yo

T—Tg

3 Limites classiques et applications

Proposition 35 (limites & connaitre)
1. En o0,

o pefx = +0o (resp. 0) si «a est quelconque et B > 0 (resp. 5 < 0)
r—T00

o (Inz)*e’® — +o0 (resp. 0) si « est quelconque et 3 > 0 (resp. 3 < 0)

r——00
o (Inz)*az? = +00 (resp. 0) si « est quelconque et > 0 (resp. 5 < 0)
T—T00
2. En —oo, z™ef* = 0 (resp. +00) si n est entier relatif quelconque et 5 > 0 (resp. 8 < 0)
T— 100
3. En0
o (Inz)"|z|’ 0 0 (resp. +00) si n est entier relatif quelconque et 8 > 0 (resp. § < 0)
T—

i In(1 r—1
o T (resp. M, resp. ¢ ) — 1
x x

z—0

1—cosx 1
* ———— — —
1‘2 x—0 2

1. Formes indéterminées du type +o0o — (400)
Pour lever une telle indétermination, on factorise le terme qui croit le plus vite en valeur absolue vers +oo

00
2. Formes indéterminées du type —
00

Pour lever une telle indétermination, on factorise le terme qui croit le plus vite en valeur absolue vers +oo au numérateur
et au dénominateur

0
3. Formes indéterminées du type — (resp.0 X co)

Pour lever une telle indétermination, on factorise le terme qui décroit le plus vite en valeur absolue vers 0 au numérateur
et au dénominateur (resp. on factorise dans le premier facteur le terme qui décroit le plus vite en valeur absolue vers
0 et dans le second facteur le terme qui croit le plus vite en valeur absolue vers +oo

4  Cas des fonctions monotones

Proposition 36
Soit f une fonction définie sur |a; b|.

1. Si f est croissante et majorée sur |a; b alors f admet une limite en b~
2. Si f est croissante et minorée sur |a; b alors f admet une limite en a™*
3. Si f est décroissante et majorée sur |a; b alors f admet une limite en a™*

4. Si f est décroissante et minorée sur |a;b| alors f admet une limite en b~
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Comparaison de fonctions

Dans la suite, on supposera que les fonction sont définies sur un intervalle T sauf peut-étre en un point zg de I. Ce point xzq
pourra désigner également +00 ou —oo.

1 Equivalence

Définition 47
Soient f,g deux fonctions définies sur I sauf peut-étre en xy. On dit qu’au voisinage de xq, f est équivalente a g et on I’écrit

fla) ,~ ol@) ssi

1. (g(x) # 0 dans un voisinage de xg et lim M =1).
=0 g(2)
2. ou de fagon équivalente f(x) = g(z)0(z) avec lim 0(z) =1
T—xT(
Exemple 30
2?41
2?4+ 1 1 s 1
e P S s Ele +1 e 1
z3

Proposition 37
équivalents

e Soit | un nombre non-nul. Alors f(x) ~ Ilssif(z) — 1

¢ J@) ~ @)
 Sif(x) ~ o(e) alors g(w) ~ f(a)

o Sif(x) el g(z) et g(z) o h(z) alors
f(x) ~ h(z)

T—xTo

o Sif(@) ~ g(x) alors f@)h(x) ~ g()h(z)

T—T0

o Sif(x) ~ g(x) etsih(x)+#0 au voisinage de x alors

— X0

f(z) g(x)

2 1 N

h(z) a—=zo h(x)
o Si f(x) el g(x) et f(x) > 0 au voisinage de zg alors Yo € R, (f(x))* ~ (g(x))*

o Sif(x) ~ glx) alors |f(x)]_~ |g()].

— I r—xg

Proposition 38
Un polynome en x est équivalent en 0o & son monome de plus haut degré.

Exemple 31
22002 = o(2%) et Tx!® — 5000020 + 1010 ~ 7213

T—+00 Tr—+00

Proposition 39 (changement de variable)
Soit f et g deux fonctions telles que

u(@) = yoet f(z) ~ g(z)alors (fou)(z) ~ (gou)(z)

T—x —Yo T—xT(
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Théoréme 21
Deux fonctions équivalentes f et g sont de méme nature, c’est-a-dire

e f posséde une limite en xg ssi g posséde une limite en xg et dans ce cas elles ont la méme limite.

e f n’a pas de limite en xq ssi g n’a pas de limite en x.

2 Négligeabilité

Définition 48
1. f est négligeable devant g et on l'écrit f(x) = o(g(x)) ssi

r—xo

@ _,

g(z) # 0 dans un voisinage de xy et lim
A2 g(a)

On peut encore écrire f(x) = g(x)e(x) avec lim e(x) = 0.
Tr—T0

2 f(@) = gl@)+olh(x)) i f(x) — 9(2) = olh(x))

r—xo
On peut encore l'écrire f(z) = g(x) + h(z)e(z) avec lim e(x) = 0.
r—xQ
Proposition 40
Soitent f et g deux fonctions. Alors on a .

f@) ~ g(x) = flz)—g(z) = olg(x)) < f(z) = g(x)+o(g(x))

T—x0 T—T0 T—x0

Proposition 41
calcul des o f(x) = o(l) ssi f(x) — O.
T—To

T—To

e Soit | un nombre non-nul. Alors f(x) = 1+4+o0(1) ssi f(x) — 1
Tr—T0

T—x(

Sif(x) = olg()) et g(e) = olh(a)) alors f(x) = ofh(x))

T—xq T—x0 T—x0

Si f(x) e o(g(z)) et si h(z) # 0 au voisinage de o alors

@) )
e Sif(x) o o(g(z)) et f(x) > 0 au voisinage de x( alors Va € R, (f(x))* o o((g(x))*)

Sif(x) = gla)+ o(h(x)) alors f(x)k(z) = g(a)k(x)+ o(h(x)k(z))

T—xo T—x0

Si () = g(e)+olh(w) et (@) = h(w)+o(h(x)) alors
f@)+1(w) = g(x) + hl@)+olh(z)

Proposition 42 (changement de variable)
Soit f,g et h trois fonctions telles que

u@) = yoet f(z) = g(x)+o(h(x))
alors (f ou)(x) o (gou)(x) + o((howu)(x))
Théoréme 22
Si f(x) = o(g(z)) et si
1. g tend vers 0 alors f tend vers 0

2. |f(z)] — +oo alors|g(z)] — Hoo
T—T0

T—To

Proposition 43 (Table de références. )
Elle découle des limites vues dans le chapitre sur les limites

1. En linfini
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1 1
ez = o@f)ssi0<a<fet— = (m—ﬁ)ssi()<ﬁ<a

r—to0 xr< xﬂzl:oo

o (Inz)*= = o2”) Va,B > 0.
T—+00

e 2% = o(ef?) si B> 0 et quelque soit a.

r——+00

2. En0

(a) (Inz)™ =, o(z?) Ya, B > 0.

e sinz (resp.In(l + z)) =, o(x)

o c” ,_zol—i—x—&—o(x)

3 Développement limités

Définition 49

Soit n un entier positif. On dit que f posséde un développement limité d’ordre n en xg (DL, (xg)) ssi il existe un polynome
P, de degré inférieur ou égal a n tel que

f(@) = Pu(z—z0)+o((z - 20)")

T—x

Proposition 44 (DL usuels)
Pour tout entier n, les DL, (0) suivants sont vérifiés

1 N
1—xxio(];)x )+ o(x

m(—1)ktlgk
m(l+2) = (3 ( )k
k=1

) +o(z™)

n k: 2k+1

_ 2n+1
sin x o ZO 2k—|— 01 ) +o(z )

n(_q)k g2k
cosz = (Z(é)k)!)—i—o(xz")

. _ (N~ (CDR n
e = () +ole)
k=0
o s~ala—1)(a—2).(a—k+1)z* n
Va €R (14 x) x:O(Z o )+ o(z™)
k=0
Exemphe 32
° - ziol—f—x—i—xQ—i—o(azg)
e In(l+2x) = x—la:Q—l—o(axz)
x—0 2
. z? 5
° smxl‘iox—g—i—o(m )

1
® COST o 1-— 5332 +o0 (3:2)

1
et = 1+x+2x —|—0( )

x—0
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1

1
il 1 (g—

W =

Définition 50
Si P est un polynéme et n un entier alors T,, P désigne le polynéme P que I'on tronqué a ’ordre n c’est-a-dire on a éliminé
tous les monémes de degré > n..

Exemple 33
Si P(z) =2° — 7a* + 323 —z + 1 alors (T3P)(z) =32° —x + 1

Proposition 45
Soit A un nombre réel.

1. Si f (resp. g) posséde un DL, (xo) alors \f, f + g, f X g possédent également un DL, (x). Plus précisément, si
F&) = Pule—20) +ol(x —x0)")

et g(zr) = . Qn(x — o) + o (x — 29)")

alors
Af(x) o AP, (x — x0) + o((x — xo)"™)
F@) +0(e) = Pale—20) + Qula - a0) + ol(x — 0)")

f(x) x g(x) P [T (P X Qn)](x — 20) + o((x — 29)™)
f@)x g(z) = [Tu(Pnx Qu)l( —20) +o((z —z0)")

2. Si f (resp. g) posséde un DL, (0) et si f(0) =0 alors f o g posséde un DL,,(0) donné par
(fog)(x) o [Tn (P o @Qn)|(x) + o(z")

x
Exemple 34

1. Calculer le DL4(0) de x + sinx
3

T
Onasinz = z— — —|—0(x4) donc
x—0 6

sinx

2. Calculer le DL3(0) de T
T
On a, —z,—9 = 0 et —x posseéde un DL3(0) donc

1 o 2 3 3 _ 9 3 3
1+xa::01+( @)+ (=2)" + (~2) +0($)x:01 4+ x> —2° +o(z%)
~7 3
Ainsi lblia; 0 [T3(x — %)(1 —z4z?—2%)]+o (x?’)
1 1
xio T3[x - :L'2 + gfﬂ?’ — 6$4 — 6565 + 61'6] + 0 (1'3)
5 . )
2 3 3
ziox_m +6$ +0(ZE)

4 Applications des DL

4.1  Recherche d’équivalent

Proposition 46
Si f posséde un DL, (xg) alors f est équivalente en xy au monoéme de plus bas degré de son DL

Exemple 35
Déterminer un équivalent de sinx — x en 0
3 3
: _ z 2 . _ =z 3Y P
smxmzox—g—i—o(nﬁ ) donc 51nx—x$:0—€+o(x ) d’ot

3

sinx —xcosx ~ ——
x—0 6
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4.2 Calcul de limite

Pour déterminer la limite d’une fonction, il peut-étre utile d’en faire un DL convenable puis d’en déduire un équivalent de la
fonction

Exemple 3 B
Calculer lim61n(1 tr)-z

e—0 Yl+axz—1"

e Onaln(l+2x) =T %mz +0(2?%) donc In(1+z) — z = —%mz +o(z?) et In(l+2)—a ~ ,%xz
1
e Comme v1+z=(1 +x)1 =, 14 i:c—i—o(m) , on obtient que ¥1+x —1 = ix +o(z) don V1+a—1 -~ ix
Ll
e On en déduit que ln\;%)__lm o 12 o 92 = 0.

La limite cherchée est donc 0.

4.8 Recherche d’asymptote

Définition 51
Soit f une fonction définie sur I.

1. Si f(z) e T (resp. —oo) , on dit que la droite x = x( est asymptote a la courbe Cy

2. Si f(z) — (ax +b) et 0 (resp. o 0), on dit que la droite y = ax + b est asymptote en +oo (resp. —o0) a la

courbe Cy.

Exemple 37

La fonction 22 In(1 4+ —) posséde-t-elle une asymptote et si oui, déterminer sa position par rapport a C Iz
x

1 z? 23

- — Oetln(l4+z) = x— "=+ = + o0 (2*) donc d’aprés le théoréme de compositions des o, on a
T Tz——+oo x—0 2 3

1 1 1
dou2?In(1+ =) = -+ = -
ol & In( +:I:)14)+00x 2+3J:+ <x>
Par conséquent z? In(1 + 1) —(z— 1) ~ L et — > 0 au voisinage de +o0.
T 2" z—+o0 3z 3z

1
On en déduit que la droite y = = — 2 est asymptote a Cy et elle est située au dessus de Cy.
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Variables et vecteurs aléatoires finies

1 Définitions

Définition 52

Une variable aléatoire réelle finie (var.finie) X sur un espace probabilsable fini (2, A) .est une application de Q dans R telle
que pour tout intervalle I de R {w € Q) tel que X (w) € I} C A}

Traditionnellement on note

o (X ==z) pour (X € {z})
e (a < X <) pour (X €]a;d])
e (X < z) pour (X €] — o0;z])

Définition 53
Un vecteur aléatoire fini X sur un espace probabilsable fini (2, A) .est une application de Q dans R"

X: { w i (X1(W), -y Xn(w))

telles que les n applications X; soient var finies définies sur (£, .A).
On note X = (X4, .., X,,) et sin =2, le vecteur (X1, Xs) est appelé couple de vecteurs aléatoires

Proposition 47
Soient X,Y deux var finies sur (2,.A) et A\ un nombre réel.
Alors X +Y, AX, XY, sup(X,Y), min(X,Y) sont des var finies sur (£, A).

Définition 54
Soit X une var finie sur (2,.A). On appelle fonction de répartition de X la fonction numérique réelle Fx définie par

O R—R
Yl z—P(X <)

Proposition 48
Soit X une var finie sur (Q2, A) et Fx sa fonction de répartition.

1. Vz € R, F(z) € [0;1]
2. La fonction Fx est croissante.

3. lim Fx(z)=0et lim Fx(z)=1

Tr— —00 r— 400

4. Ya,b € R, Pla < X <b) = Fx(b) — Fx(a)

2  Loi d’une var finie

Définition 55
Soit X une var finie sur (2, A, P) telle que X(Q) = {x1;..;x,}. On appelle loi de probabilité de X (ou loi de X ou distribution
de X) I'ensemble {(x,pr), k € {1;..;n}} ot py = P(X = xy)

Théoréme 23
Un ensemble {(zk,pr), k € {1;..;n}} définie une loi de probabilité ssi

1. pp, 2 0Vk € {1;.;n}

2.

NSE

pr =1

k=1

La proposition suivante montre que la connaissance de la loi d’une var fournit sa fonction de répartition et que récipro-
quement la fonction derépartition permet de reconstituer la loi de la var.
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Proposition 49
Soit X une var finie sur (2, A, P) dont la loi de probabilité est {(zk,pr), k € {1;..;n}} avec 11 < 22 < .. < Tp.
1. Vz €] —oo; 1], Fx(z) =0 ‘
Vie{l;.;n—1} et Vo € [ 241, Fx(x) = i Dk
Vo € [zn; +oo] Fx(z) =1 =

2. Réciproquement, py = Fx (1)
Vk € {2;.5n}, pr = Fx(ak) — Fx(z5-1)

Définition 56
Soit X une var finie sur (2, A, P) et f une fonction numérique d’une variable réelle. On note f(X) I'application définie par

) Q—R
JX) { Wi F(X(w)

Proposition 50
Soit X une var finie sur (2, A, P) telle que X () = {x1;..; 2}, f une fonction numérique et Y = f(X).
Y est une var finie sur (2, A, P) telle que

1. Y(Q) = {f(x1), .., f(zn)}
2. pour tout y € Y(Q), P(Y =y) = > P(X =x;)

i tel que f(z;)=y

Proposition 51

Soit X,Y deux var finies sur (2, A, P) telles que X (Q) = {z1;.;2n} et Y(Q) = {y1;.;ym }-
Soit Z = g(X,Y) une var dépendant uniquement de X et Y.

Alors Z(Q) = {g(zk,y1), k€ {1;.;n} et l € {l;..;m}} et V2z€Ron a

P(Z=z)= > P((X =2x) N (Y =)
k et 1 tel que g(zk,y1)=2
En particulier, si Z = X +Y
P(Z=2z)= > P(X =zx) N (Y =)

k et l tel que zip+y;=2
et si Z =XY
P(Z=2z)= > P((X =ax) N (Y =)

k et l tel que zry;=2

Proposition 52
Soient X1,..X,, n var finies sur (Q, A, P). Posons Y = X1 + ..+ X,, et Z = X; x .. x X,,alors Vy,z € R on a

PY =y) = > P(() (Xk = 1))

P(Z=2)= > P([)(Xk = )

T1,..,Tn tel que T1X..XTp=2 k=1

ou xp (resp. xa, .., resp. &) prend toutes les valeurs possibles de X1 () (resp. X2(Q), .., resp. X,,(2))

3 Moments d’'une var finie

3.1 FEspérance

Définition 57
Soit X une var finie sur (Q, A, P) de loi {(zk,pr), k € {1;.;n}}.
On appelle espérance mathématique (ou moyenne) de X le nombre noté FE(X) défini par

E(X) = Z LkPk
k=1
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Proposition 53
Soit X une var finie sur (2, A, P) de loi {(zk,pr), k € {1;..;n}} et f une fonction numérique alors

E(F(X) = flanpe

k=1

n

Proposition 54 (linéarité de I’espérance)
1. Soit X une var finie sur (2, A, P) et a,b deux nombres réels alors on a

E(aX+b)=aE(X)+b

2. Soient X1,..X,, n var finies sur ({2, A, P). Alors on a la formule
EQYXi) = B(Xy)
k=1 k=1
Définition 58
1. On dit que X est centrée si E(X) =0
2. La variable X — E(X) est appelée var centrée associée a X
Proposition 55

Soient X,Y deux var finies sur (2, A, P) telles que X (Q) = {x1;..;2,} et Y(2) = {y1;..;ym}. Soit Z = g(X,Y) une var
dépendant uniquement de X et Y. Alors on a

BE(Z) = g(@ry)P(X = zx) N (Y = 1))
k=11=1
En particulier
E(XY) = Zzl’kylp((x =) N (Y =u))
k=11=1

3.2  Covariance

Définition 59
Soit X une var finie sur (2, A, P). On appelle

1. moment d’ordre 2 de X le nombre my(X) = E(X?)
2. variance de X le nombre V(X) = E[(X — E(X?))?

3. écart-type de X le nombre o = /V(X)

Définition 60
Soit X,Y deux var finies sur (€2, A, P). On a appelle covariance de X et Y lenpmbre

cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y - E(Y))]

Proposition 56
Soient X,Y, Z trois var finies sur (90, A, P) et a,b deux nombres réels. Alors on a

1. V(X) = B(X?) — B(X)? et cou(X,Y) = B(XY) — E(X)E(Y)
2. V(aX +b) = a®?V(X) et 0(aX +b) = |a| o(X)

3. cov(aX +b,cY +d) = accov(X,Y)

4. cov(aX +bY, Z) = acov(X, Z) + beov(Y, Z)

5. cov(X,aY +bZ) = acov(X,Y) + beov(X, Z)

Définition 61
Soit X une var finie sur (2, A, P).

1. On dit que X est réduite si 0(X) =1
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X —o(X)
o(X)

2. Sio(X) # 0 alors la var est appellée var réduite associée a X.

Proposition 57
1. Soient X,Y deux var finies sur (2, A, P) alors on a

VIX+Y) = VX)+ V() +2cov(X,Y)
VX-Y) = VX)+V(Y)—2cov(X,Y)

2. Plus généralement, soient X1, ..X,, n var finies sur (2, A, P). Alors on a la formule
V(Z Xi) = ZV(Xk) +2 Z cov(Xi, X;)

k=1 k=1 1<i<j<n

Définition 62
Soit X,Y deux var finies sur (2, A, P). On a appelle coefficient de corrélation linéaire de X et Y le nombre

cov(X,Y)

HEY) = Rev)

w(X,Y) siac>0

—u(X,Y) siac <0

Proposition 58
1. plaX +b,¢Y +d) = {

2. On a toujours |pu(X,Y)| <1
3. |uw(X,Y)| =1 ssi il existe deux nombres réels a et b tel que
P(Y =aX +b) =1

(Y = aX + b au sens du calcul des probabilité mais pas nécessairement au sens des applications)

4  Loi d’un vecteur aléatoires finis

Définition 63
Soient (X,Y’) un couple de var finies sur (2, A, P) telles que
X(Q) = {520} et Y(Q) = {y15-5ym}-

On appelle loi du couple (X,Y) (ou loi de (X,Y) ou loi conjointe de C et Y') I'ensemble {((xk,y1),pr,1), k € {1;..;n} et
le{l;.;m}} ou
prt = P[(X =zx) N (Y =y)].

Théoréme 24
Un ensemble {((zk, Y1), k1), k € {1;.;n} et | € {1;..;m}} définie une loi de probabilité ssi

1 ppi = 0Vk e {l;.;n} et Ve {1;..;m}
2. Z Zka =1
k=11=1

Définition 64

Les variables X et 'Y sont appellées variables marginales du couple (X,Y).

La loi de la var X (resp. Y) s’appelle la loi marginale de X (resp. Y) du couple (X,Y).
Traditionnellement on note P(X = xi) = pre €t P(Y = y;) = pei

Proposition 59
1.

Vk € {1;.;n}, pre = Zpk,l-
=1

ou encore
m

VE € {1i.in}p(X = k) = 3 PI(X = 2) N (Y = )]
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Vi€ {1;.;m}, pe = Zpk-,z
k=1

ou encore

Vie{l;om}, p(Y =0) =Y P(X =zx)N (Y =y).

5 Lois conditionnelles

Définition 65
Soit X une var finie sur (2, A, P) telle que X () = {x1;..;2,} et A un événement de A de probabilité non nulle.
La loi de probabilité de X conditionné par A (ou loi de X sachant A) est ’ensemble {(z;, P((X = x;)/A), i € {1;..;n}}

Définition 66

Soient (X,Y) un couple de var finies sur (2, A, P) telles que

X(Q) ={z1;.52.} et Y(Q) = {y1;.;Ym -

On appelle loi de X conditionné par Y (ou loi de X sachant Y') I'ensemble {((xy,y;), P[(X = zx)/(Y = y)]), k € {1;..;n}
etle{l;.;m}}

6 Indépendances de n var

6.1 Casn =2

Définition 67
Soient X et Y deux var finies sur (2, A, P) telles que X (Q) = {z1;.;xn} et Y(Q) = {vy1;.;ym}-
On dit que X et Y sont indépendantes ssi Vk € {1;..;n} et VI € {1;..;m} on a

P(X =z) N (Y = w)) = P(X = z)P(Y = )

Proposition 60
Soient X et Y deux var finies sur (2, A, P) indépendantes et soient A, B deux intervalles de R. Alors on a

P((X € A)N(Y € B)) = P(X € A)P(Y € B)

Proposition 61
Soient X et Y deux var finies sur (2, A, P) indépendantes et soient f,g deux fonctions numériques définies respectivement
sur X () et sur Y(Q). Alors f(X) et g(Y) sont deux var définies sur (2, A, P) indépendantes.

Proposition 62
Soient X et Y deux var finies sur ({2, A, P) indépendantes alors

E(XY)=E(X)E(Y)

En particulier

cov(X,Y)=0
et par conséquent
VIX+Y) = VX)+V(Y)
VIX-Y) = V(X)+V(Y)

Plus généralement, si X1, ..X,, sont mutuellement indépendantes alors

VIO Xk) =Y V(Xy)

k=1 k=1

n n
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6.2 Cas général

Définition 68
Soient X1,..X,, n var finies sur (Q, A, P).

1. On dit que X3, ..X,, sont mutuellement indépendantes ssi Vk € {1;..;n} et Vi € X(Q)

n

P(()(Xy = z1)) = ﬁP(Xk = 1)
k=1

k=1
2. On dit que X1, ..X,, sont deux a deux indépendantes ssi Vk,l € {1;..;n}, Vo, € X;(Q) et Va; € X;(Q)
P(Xy =z1) N (Y =y)) = P(Xy = ) P(Y1 = y1)

Proposition 63

Soient X1, ..X,, n var finies sur (2, A, P) mutuellement indépendantes et p un entier appartenant {1;..;n}.
Soit Y une var ne dépendant que de X, .., X, et Z une var ne dépendant que de Xpy1,.., Xy.

Alors les deux variables Y et Z sont indépendantes.



Continuité

I désigne un intervalle et xy un élément de I.

1 Définitions et propriétés algébriques
Soit f une fonction d’une variable réelle définie sur I.

Définition 69
1. On dit que f est continue en zg ssi lim f(z) = f(zo)
T—x0
2. On dit que f est continue a gauche (resp. a droite) en xq ssi
lim f(x) = f(zo) (resp. lim f(x) = f(z0))
T—T| T—T

3. On dit que f est continue sur |a; b[ ssi elle est continue en tout point xy de |a;b]

4. .On dit que f est continue sur [a;b] ssi elle est continue sur ]a; b], continue a droite en a et continue a gauche en b.

Théoréme 25
f est continue en x ssi f est continue a droite et a gauche en x.

Théoréme 26 (table de références)
1. Toute fonction polynéme est continue sur R

2. La fonction z + Inz est continue sur R,
3. Les fonctions x +— €® (resp. cosx, resp. sinx) sont continues sur R

4. Toute fonction puissance x — x est continue sur R* si a > 0 (resp. sur R} si a < 0)

Proposition 64 (régles de calculs algébriques)
Soient f,g deux fonctions continues en xq (resp. sur I) et A\ un nombre réel. Alors

1. f4+g,\f et f X g sont continues en xo (resp. sur I)

1
2. Si en outre f ne s’annule pas sur I, alors 7 est continue en xo (resp. sur I)

Proposition 65 (composition des fonctions continues)
Soient f une fonction continue en xq (resp. sur I) et g une fonction continue en f(x) (resp. J D f(I)) alors go f est continue
en xg (resp. sur I).

Exemple 38
1. La fonction z — xe® est continue sur R car c’est le produit de deux fonctions continues sur R.

2. Montrons que la fonction x EN v/3x — 1 est continue sur [1; 5].
1
On décompose f sous la forme f = hog avec g(x) =3z — 1 et h(z) = /x = 22 . La fonction g est continue sur [1;5],
g([1;5]) = [2,14] C R, et h est continue sur Ry donc f est continue sur [1;5].

Définition 70
On dit qu’une fonction f est continue par morceau sur [a;b] ssi f est continue sur [a;b] sauf peut-étre en un nombre fini de
points en lesquels elle posséde des limites finies a gauche et droite (pas nécessairement égales)

2 -1 if < —1
gz)=4 20—22 if -1<x<1
2 —1 if 1<z
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157

107

2 Prolongement par continuité

Théoréme 27 (de prolongement continu)
Soit f une fonction définie sur I\{xo} et non définie en xy. Supposons que f soit continue sur I\{zo} et telle que lim f(x) =1.
T—Io

Alors la fonction f définie par

o) = { f(z) siz e I\{zo}

o lsix=umxg

est continue sur I. Elle s’appelle le prolongement par continuité de f en xg.

Exemple 39

La fonction f(z) = Y

définie sur R*. Les fonctions x +— sinx et x +— x sont continues sur R et  # 0 V& € R* donc f est

continue sur R*. lin}J f(z) =1 donc la fonction fdéﬁnie par
Tr—

sinx .
f(m):{ - sixz#£0

lsiz=0

est continue sur R.

Exemple 40 _i OS lsim;_[oi 1
Par exemple, la fonction f(z) = . 6]1_'5] est continue par morceaux sur [0; 10] . Par exemple, fjjo.1((7) = —1

2x + 1 si z €]5;10]
est une fonction continue sur |0; 1] et elle se prolonge en = +— —1 qui est une fonction continue sur [0;1]. Les autres cas se
traitent de fagon analogue.

3 Propriétés des fonctions continues

Proposition 66 (théoréme des valeurs intermédiaires)
Si f est continue sur [a;b] alors pour tout élément ¢ de [f(a); f(b)], il existe d € [a;b] tel que f(d) =c

Proposition 67
1. Si f est continue sur un intervalle I alors f(I) est un intervalle.

2. Si en outre I est un segment alors f([a;b]) est aussi un segment.

Corollaire 3
Si f est continue sur un segment, alors f y posséde un maximum et un minimum

Proposition 68
Si f est continue sur [a;b] et est croissante (resp. décroissante) sur |a;b| alors f est roissante (resp. décroissante) sur [a; b
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4  Bijections

Définition 71
Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle I. Soit J un intervalle de R.

1. On dit que f réalise une bijection de I sur J ssi (f(I) = J et tout élément de J posséde un et un seul antécédent
appartenant a I ).

2. Si f réalise une bijection de I sur J, on note f~' la fonction définie que J qui & un élément x de J associe son unique
antécédent appartenant a I. On peut résumer cette phrase par cette formule trés importe pour les calculs

y=fta)er=Ffy)VeeJetVyecl
La fonction f~1 s’appelle la réciproque de f

Exemple 41
Nous allons montrer que la fonction f(z) = 3z + 2 réalise une bijection de [0;1] sur [2; 5]

1. Le tableau de variation de f montre que f([0;1]) = [2;5]

2. Soit y un élément de [2;5]. Déterminons si y posséde un antécédent = appartenant a [0; 1] puis si cet antécédent est
unique. Pour cela considérons 1’équation y = f(x).
1 2
y:3x+2©3x:y—2@x:§y—§
Nous venons donc de montrer que y posséde un unique antécédent. Le calcul suivant montre que cet antécédent
appartient bien a [0;1].
2
3

Ainsi f réalise une bijection de [0; 1] sur [2;5] et sa réciproque est définie sur [2;5] par

1
2<y<5e0<y-2<340<3y—3<1

1 2
71 _ = _ =z
7 =3y-3
ou sous une forme plus traditionnelle
o 12
Sy = e

Proposition 69
Si f réalise une bijection de I sur J alors f~! réalise une bijection de J sur I et sa réciproque est f ce que I'on peut traduire
par

Proposition 70
Si f réalise une bijection de I sur J et g réalise une bijection de J sur K alors g o f réalise une bijection de I sur K et

(gof)y™ =flog™

Théoréme 28 (de bijection continue)

Si f est continue et strictement monotone sur I, alors elle réalise une bijection de I sur f(I). L’intervalle I est de méme
nature que I (c’est-a-dire ouvert, fermé ou semi-ouvert comme I) et ses bornes sont les limites de f aux bornes de I. En
outre, sa réciproque f~' est continue sur f(I), strictement monotone et sa monotonie est celle de f.

Exemple 42
La fonction z — Inx est continue et stritement croissante sur R} donc elle réalise une bijection de R sur In(R%). Pour
déterminer In(R%), on calule lim Inz = —ocoet lim Inz = 400 et I'intervalle In(R) est ouvert comme R} donc In(R}) =

z—0+t T—+400
] — 00; +00[= R. On note x +— e* sa bijection réciproque. Elle est donc continue et strictement croissante sur R et réalise une
bijection de R sur R}!

Théoréme 29
Si f est continue sur I et réalise une bijection de I sur f(I) alors f est strictement monotone sur I.
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Dérivabilité et fonctions de classe C*

1 Généralités

Soit f une fonction définie sur I et zy un point de I.

Définition 72
1.

On dit que f est dérivable en x( ssi lim M
T—To T — X9

existe. Dans ce cas, cette limite s’appelle la dérivée de f en xq
et se note f'(xg).

On dit que f est dérivable a droite (resp. a gauche) en xq ssi

lim f(@) — f(2o) (resp. lim f(@) — f(@o)
-z T — T -z T — o
gauche) de f en xq et se note f'(xy) (resp. f'(zd)).

) existe. Dans ce cas, cette limite s’appelle la dérivée a droite (resp. a

On dit que f que est dérivable sur ]a;b[ ssi f est dérivable en tout point xy appartenant a |a;bl.

On dit que f que est dérivable sur [a;b] ssi f est dérivable en tout point xo appartenant a ]a;b[, dérivable a droite en
a et dérivable a gauche en b.

Définition 73

1.

On dit que f est 2 fois dérivable sur I ssi (f est dérivable et f' est dérivable). Dans ce cas, on note f" ou f?) la dérivée
de la dérivée de f c'est-a-dire f2) = f"" = (f')

2. On dit que f est 3 fois dérivable sur I ssi (f est dérivable, f' est dérivable et f" est dérivable). Dans ce cas, on note

&=y

3. Plus généralement, soit k un entier positif, on dit que f est k fois dérivable ssi ¥q < k — 1, f(?) est dérivable. Dans ce

cas, on note f(F) = (fk=1)y

Définition 74 (fonctions de classe C*)
Soit k un entier, on dit que f est de classe C* sur I ssi (fest k fois dérivables et toutes les dérivées f(? (q < k) sont continues

sur I.

Théoréme 30 (table de référence)
Les fonctions suivantes f sont dérivables et de classe C* sur Dy pour tout entier k.

Dy f(z) Dy f'(z)
R 2" (neN) | R nz" 1
RY z® (a € R) | R} az®~!
R e’ R e’
1
RY Inx RY -
R sin x R cos T
R Ccos T R —sinzx
T T 1
R\{= Z R\{—= Z 1 2r =
\{2+kﬂ',k:€ } | tanz \{2+l€,77k€ }| 1+tan®x p—p

Proposition 71

f est dérivable en xo €]a; b[ ssi (f est dérivable & gauche et a droite en zg et f'(xl) = f'(xy)). Dans ce cas f'(zo) = f'(x{

0)

f'(xg)

Proposition 72
Si f est dérivable en x( alors f est continue en x

Par contre, si f est continue en z( cela n’implique pas que f est dérivable en zy (nous le verrons en TD)

Proposition 73
Si f est dérivable en xq et si xy est un extremum de f alors f'(zp) =0

La réciproque est fausse. Par exemple f(z) = 22, f/(0) = 0 mais 0 n’est pas un extremum de f.
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2 Regles de calculs

Les deux propositions suivantes nous fournissent les régles de calculs sur les fonctions dérivables. Il est important pour les
applications de remarquer que les deux propositions restent vraies si 'on remplace partout le terme "dérivable" par "de

classe Ck"

Proposition 74 (régles de calculs algébriques)
Soient f,g deux fonctions dérivables en xq (resp. sur I) et A\ un nombre réel. Alors

1. f4+g,\f et f X g sont dérivables en x (resp. sur I) et

(f+9)" = f+4d
AN = Af
(fxg) = fxg+fxg

2. Si en outre g ne s’annule pas sur I, alors i est dérivable en xq (resp. sur I) et
g

(i)/: flxg_fxg/

9 9

Proposition 75 (composition des fonctions continues)

Soient f une fonction dérivable en xy (resp. sur I) et g une fonction dérivable en f(xo) (resp. J D f(I)) alors g o f est
dérivable en x( (resp. sur I) et

(go f)(z) =g'(f(z)) x f'(x)

Exemple 43

Soit f la fonction définie par f(z) = Sy

x
Elle s’écrit f = % avec g(x) = sinx et h(x) = x. La fonction g est de classe C! sur R. La fonction h est de classe C! sur R

et h(z) # 0 Yo € R* donc la fonction % = f est de classe C! sur R*.

3 Fonctions monotones

Proposition 76
1. Soit f une fonction dérivable sur I. Alors f est constante sur I ssi f'(x) =0Vz € I.

2. Soient f,g deux fonctions dérivables. Alors ' = ¢’ ssi f — g est constante sur I

Proposition 77
Soit f une fonction continue sur I et dérivable sur ]a; bl.

1. f est croissante (resp. strictement croissante) sur I ssi f'(x) > 0 (resp. f'(x) > 0) Vz €]a; b|.

2. f est décroissante (resp. strictement décroissante) sur I ssi f'(x) < 0 (resp. f'(z) < 0) V& €]a;b].

Proposition 78
Soit f une fonction continue et strictement monotone sur I. Soit g € I et yo = f(x0) (c’est-a-dire que xo = f~*(yo).

1. Si f est dérivable en xq et si f'(x¢) # 0 alors f~1 est dérivable en yq et

1
f'(zo)

(f7) (yo) =
2. Si f est dérivable en xg et si f'(zo) = 0 alors f~' n’est dérivable pas en yo et sa courbe Cy-1 posséde une tangente
horizontale en yq.

Par conséquent, pour calculer la dérivée de la réciproque en un point, il faut déja commencer par rechercher son antédédent
|
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4 Prolongement

Proposition 79
Soit f une fonction continue sur [a; b] et dérivable sur [a;b[ (resp. ]a; b))

1. Si la limite lirilif'(x) (resp. lim+f’(x)) est finie alors f est dérivable en b (resp. a) et f'(b) = lirilif’(x) (resp.
f'(a) = lim_f'(x))
z—at

flz) = fb)

2. Si la limite liril f'(x) (resp. lim+f’(x)) est infinie alors f n’est pas dérivable en b (resp. a) et hril — =
z—b— T—a r—b— Tr —

lim f'(z)

T—b~

(resp. lierM = lim f'(z))

T—a —b r—at

Le théoréme suivant sera trés important dans les applications pour justifier qu'une fonction est de classe C'' sur tout un
intervalle lorsque les théorémes généraux (addition, produit, quotient, composition) ne le permettent pas.

Théoréme 31 (de prolongement continu de la dérivée)
Soit f une fonction continue sur I et de classe C' sur I\{x}. Si f’ posséde une limite réelle | en xg, alors f est de classe C*
sur I et f'(x¢) =1 (en particulier f est dérivable en x)

Soit f(z) = — Sz #0

Exemple 44 sinz
z . On admet que f est continue sur R (cela a été prouvé dans le chapitre sur la continuité) et
lsiz=0

cosz —xsinx
l’exemplemontre que f est Ct sur RX et f/(z) = —
x

lim f/(z).

Vz € R*. Nous allons effectu¢ un DL(0) pour déterminer

rcosr —sinx

1
—§$3 + 0(373) 1 1

= —=———— = ——z+o(xr) ~ —zx
x—0 1‘2 x—0 3 ( )ZDHO 3

1
Or —3% 2, 0 donc f'(x) — 0. Par conséquent, f est C! sur R et

z—0

e siz#0
Osizx=0

f'(x) =

{ rcosxr —sinx

5 Théoréme des accroissement finis

Théoréme 32 ((TAF))
Soit f une fonction continue sur [a; b] et dérivable sur |a; bl.

1. Supposons qu’il existe deux réels m et M tels que
Vz €la;b[ m < f'(x) < M

alors
m(b—a) < f(b) = f(a) < M(b—a)

2. Supposons qu’il existe un réel C' tel que
Vz €la;b] [f(x)] < C

alors

[£(b) = f(a)| < Cb—al
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6 Convexité

Définition 75
1. On dit que f est convexe sur I ssi

Va,be I ette[0;1], f(ta+ (1 —¢)b) <tf(a)+ (1 —1¢)f(b)

2. On dit que f est concave sur I ssi —f est convexe sur I.

Géométriquement, une fonction est convexe (resp. concave) sur I ssi quelques soient les points M, N dont les abscisses
appartiennent a I, le segment [MN] est situé au dessus (resp. en dessous) du graphe de C;.

convexe concave

Proposition 80
1. Supposons que f soit dérivable sur I. Alors f est convexe (resp. concave) ssi f' est croissante (resp. décroissante) sur I

2. Supposons que f soit de classe C? sur I. Alors Alors f est convexe (resp. concave) ssi f" est positive (resp. négative)
sur

Définition 76
On appelle point d’inflexion de Cy tout point ou la courbe Cy traverse sa tangente en ce point.

point d’inflexion

Proposition 81
Soit f une fonction de classe C? sur I. Si la dérivée seconde de f s’annule et change de signe en x( alors le point de C
d’absisse xq est un point d’inflexion.



Lois discrétes finies

1 Loi uniforme

Définition 77
On dit qu’une var suit la loi uniforme sur {n;..;m} ssi

X(Q) ={n;.;m}

et tous les événements P(X = k) k € {n;..;m} sont équiprobables

2 Schéma de Bernouilli

Définition 78
Soit p € [0;1]. On dit qu’une var finie X sur (2, A, P) suit le schéma de Bernouilli de paramétre p (noté X ~ B(1,p)) ssi

X(Q)={0;1} et P(X =1)=pet P(X=0)=1—p

Exemple 45 (caractéristique)
Soit F une épreuve aléatoire qui n’a comme aboutissement qu’un évévement A avec une probabilité p ou que I’événement

contraire A avec la probabilité 1 _p. Dans ce cas, si X est le nombre de fois oul est réalisé A alors X ~ B(1,p)

Proposition 82
Si X ~ B(1,p) alors
E(X) =pet V(X)=p(1-p)

3 Loi binomiale

Définition 79
Soit n un entier naturel et p € [0;1]. On dit qu’une var finie X sur (Q, A, P) suit le schéma de Bernouilli de paramétre p
(noté X ~ B(n,p)) ssi

X(Q) ={0;..;n} et P(X =k) = Chp*(1 —p)" % Vk € {0;..;n}

Exemple 46 (caractéristique)
Soit E une expérience aléatoire qui n’a comme aboutissement quun évévement A avec une probabilité p ou que I’événement

contraire A avec la probabilité 1_p. Si on effectue n fois 'expérience E dans des conditions identiques (p est constant et les
épreuves sont indépendantes) et si X est le nombre de fois ou est réalisé A alors X ~ B(n,p)

Théoréme 33
La somme de n variables de Bernouilli mutuellement indépendantes de méme espérance p suit la loi binomiale B(n, p)

Proposition 83
Si X suit la loi binémiale B(n,p) alors
E(X) =p et V(X) = np(1 - p)

Preuve
Soit X}, la variable de Bernouilli qui compte le nombre de fois ot est réalisé A a la k*™¢ épreuve E alors X ~ B(1,p)
Par hypotheése si k # [ alors X et X; sont deux var indépendantes. La variable X s’écrit encore

X = iXk.
k=1

Par conséquent

n n
E(X)=> E(X))=)» p=mnp
k=1 k=1
et la proposition [II5] montre que
V(X)=> V(X)) =>_ p(1—p)=np(l—p)
k=1 k=1
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Proposition 84
1. Soient X7 et Xo deux var indépendantes qui suivent respectivement les lois de Bernouilli B(n1,p) et B(na,p) alors
X1+ X5 suit la loi de bernouilli B(ny + na, p)

2. Plus généralement si X1, .., X sont k var mutuellement indépendantes qui suivent respectivement les lois de Bernouilli
B(ni,p), .., B(ng,p) alors X1 + .. + X}, suit la loi de bernouilli B(ny + .. + ng,p)

4  Loi hypergéométrique

Définition 80
Soient n et n deux entiers tels que n < N et p un réel appartenant a [0;1] tel que Np est un nombre entier.
On dit qu’une var finie X sur (2, A, P) suit la loi hypergéométrique de paramétre N,n,p (noté X ~ H(N,n,p)) ssi

X)) = {max(0,n — N + Np),min(Np,n)
CRpCr—n
et P(X = k)= -2 N-No e x ()
Cr

Exemple 47 (caractéristique)
Soit E un ensemble constitué de deux types d’éléments : M sont de type 1 et N — M sont de type 2. On effectue n tirage
sans remise dans F (donc n < N). Alors X la var égale au nombre d’élément de type 1 piochés suit la loi hypergéométrique

M M
H(N,n, W) Icip = N donc Np = M est bien un entier.

Proposition 85
Si X suit la loi hypergéométrique H(N,n,p) alors
E(X) = np



Séries
1 Définitions et propriétés élémentaires

Définition 81 n
Soit (un)n>0 une suite. On appelle série de terme général u,, la suite S définie par S,, = Y uy, et on la note traditionnellement

k=0
37 Uy,

n>0

Définition 82

On dit que la série ) u, converge ssi la suite (Sy)n>0 converge dans R.
n>0

On dit que la série ) u, diverge ssi la suite (S,)n>0 diverge.
n>0

Définition 83
Soit > w, une série convergente. On note Z uy, la limite de la suite S et on I'appelle somme de la série Y u,.

n>0 n=0 n>0
Exemple 48 1— 1 n+1
pp 5, _ o 1 (3) 1 3
. n — — = — = —.
n>0 3" j=o 3k 1 I e 1-— 12
3 3
L. 1 too 1 3
Donc la série Y, — est convergente et — ==
n>0 " n=0 3n 2
Exer?ple 49
> —. On remarque pour commencer que
n>1
2 1

(\/W—f) VR R
Do 5, = 3 —=> ¥ 2AVEFI-VE) 22 3 (VEFT - V)

k=1

ce qui montre que S,, >2(vn+1—-1) — +oo.
n—-+4oo
o - 1 .
Ainsi la série ) —= est divergente.
n>1

Lemme 6 no—1 +oc0
Si la série ) w, converge alors pour tout entier positif ng la série >, w, converge et Z Up = Y. Up+ D Un.

n>0 n>ng n=0 n=0 n=ng
Lemme 7
Si la série Y w, converge alors | u, | — 0 (ou encore u,, — 0).

77'20 n— 400 n— 400

1
On fera bien attention qu’il s’agit d’une condition nécessaire mais pas suffisante. Dans ’exemple 49|1a série Y — diverge,
n>1 n

1
bien que — — 0.

\/ﬁ n— +o0o

application ® Pour que la série Y ¢" converge, il faut que ¢" — 0 c’est-a-dire que | ¢ |< 1.
n>0 n—-+oo

) 1
® Pour que la série — converge, il est nécessaire (mais pas suffisant) que o < 0 (car sinon si a = 0, =1 —» 0Oet
n>0 1 ne n—+oo

. 1
sia<0, — — +4o00)
7?,0‘ n—+oo
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Proposition 86
Soient A\ est un nombre réel et > w,, > v, deux séries convergentes alors

n>0 n>0
+oo +oo “+oo
a) la série Y (un + v,) est convergente et Y, (un +vp) = D Up + D Up.
n>0 n=0 n= n=0

+o0 +oo
b) la série > Au, est convergente et > A, =X D Up.
n>0 n=0 n=0

Définition 84

On dit la série Y w, est absolument convergente ssi série y , | u, | est convergente.
n>0 n>0

Proposition 87

Si la série Y u, est absolument convergente alors la série Y u, est convergente.
n>0 n>0

Exe{n }g 50 (—1) 1
est absolument convergente car »_ | |= Y>> — qui est une série convergente. Donc on en déduit que la
n>0 3" 1 3" n>1 3"

série > (71)71

n>0 3"

est convergente.

2 Critéres de convergence des séries a termes positifs.

Définition 85
On dit que la série Y u, est a termes positifs ssi Vn > 0, u, > 0.

n>0
Proposition 88 "
SiVn >0, u, > 0 alors la série Yy, u, est convergente ssi la suite (Sy),>0 est bornée (rapellons que S, = Y uy).
n>0 k=0
Exe]f)ple 51
1 1 1 1
— Vn > 2 — > —.
Loz BT RECERG
no]1 1 1
Donc Vn > 1, Snzl—&—zk— —|—Z( %)—1+1——<2
P n
On peut ainsi conclure que Z — est convergente.

n>1

Proposition 89
Supposons Vn > 0, u, > 0,v, > 0 et u, < v,. Alors
® (la série Y vy, converge) = (la série Z U, converge).

n>0
® (la série Z uy, diverge) = (la série Z vy, diverge).
n>0
Proposition 90
Sivn >0, u, > 0,v, >0etu, = ov,). Alors

n—+o0

® (la série Y v, converge) = (la série Y u, converge).
n>0 n>0

® (la série Y uy, diverge) = (la série Y v, diverge).
n>0 n>0
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Proposition 91
Sivn>0,u, >0,v, >0etu, ~ v,

oo
® la série Y u, converge ssi la série Y v, converge.
n>0 n>0
® la série Y u, diverge ssi la série Y v, diverge.
n>0 n>0
On peut résumer cela par : les deux séries sont de méme nature.

3 Séries de références.

Définition 86

La série Y q"™ s’appelle série géométrique de raison q.
n>0

Proposition 92
La série Y q" (resp. S nq", resp. Y. n?q") est convergente ssi | ¢ |< 1. Dans ce cas
n>0

n>0 n>0
+oo 1 +oo q +oo q(q+ 1)
Y= Yng"=——5, . n*"= 3.
n=0 1- q n=0 (1 - Q)2 n=0 (1 - q)3
Preuve
On traitera seulement le cas de la série > ¢".
n>0
On sait que la suite (¢™),>0 converge vers 0 ssi | ¢ |[< 1. Donc la série > ¢™ ne peut converger que si | ¢ |[< 1.
n>0
n 1— q7z+1
Supposons que | ¢ |< 1. Alors S, = > ¢* = —a Or ¢"*' — 0 car|q|< 1. Donc la suite S converge vers T ce
k=0 -4 n—+oo —4q

qui prouve que la série converge et que sa somme est bien . n

Définition Sz'ZL

La série Y. — s’appelle série associée a I’exponentielle.
n!
n>0
Proposition 93 2
Pour tout nombre réel x, la série Y, — est convergente
n>0 n:
+oo g1
et S, — =¢"
n=0 N

Définition 8
La série Y — s’appelle série de Riemann de parameétre o.
n>0 n

Propositi0n194
La série ), — converge ssi a > 1.
n>0 T

Corollaire 4
Soit w une suite (non nécessairement positive) telle que

n%u, — 0. Alors la série Y w, est absolument convergente. En particulier, elle est convergente.
n—+4oo n>0
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4  Plan d’étude d’une série

Etude de la convergence d’une série.

1. Le terme général tend-il vers 0 7 Si ce n’est pas le cas le lemme [7] permet de conclure.
2. 9’ s’agit d’une suite de référence les théoremes [02] [03] et [94] permettent de conclure.
3. Si ce n’est pas le cas, la série est-elle positive ? Si la réponse est oui,
(a) on essaie d’appliquer I'un des théorémes de comparaisons ou le corollaire

(b) Si ces théorémes ne permettent pas de conclure, on eessae d’appliquer le théoréme

(¢) Si vous lisez ceci, alors seul le sujet peut vous sauvez.

4. Si la série est toujours négative, alors Y, —u, est positive et on appliquera a la fin de 1’étude la proposition
n>0

5. Si la série n’est pas de signe fixe, montrer I’absolue convergence de la série (car | u, | est toujours positif et on se
raméne & 3) puis appliquer si c’est possible la proposition

6. Si la série n’est pas absolument convergente, alors seul le sujet peut encore vous sauvez.

Calcul de la somme d’une série convergente.

On applique la proposition [86] ou les théorémes



Intégration sur un segment

1 Primitive

Définition 89
Soient f et F' deux fonctions définies sur un intervalle I. On dit que F est une primitive de f sur I ssi

F est dérivable sur I et F'(z) = f(x) Vo € I

Théoréme 34
Toute fonction continue sur un intervalle I posséde au moins une primitive sur I.

1. Si F est une primitive de f sur Iintervalle I alors I’ensemble des primitives de f sur I est I'ensemble des fonctions de
la forme F + k ou k € R.

2. Soient xq et yo deux nombres réels. Alors il existe une unique primitive F' de [ telle que F(zg) = o

Proposition 95
Soient F' et G deux fonctions qui sont des primitives respectivement de f et de g. Soit A un nombre réel.

1. F' + G est une primitive de f + g

2. AF est une primitive de \f
Proposition 96
Soient deux fonctions f, g telles que f est continue sur I et g dérivable sur I. Soit F' une primitive de f sur I. Alors F o g

est une primitive de (f o g) X ¢

Cette derniére proposition combinée avec la table des dérivées usuelles nous fournit la table suivante

Proposition 97 (Primitives de référence)

fonctions primitives | fonctions | primitives
anrl faJrl
feY cR\{-1 ! fo
o (@eR\(-1}) | S e i
e” e’ +C flef el +C
1 Jil
- Injz|+ C = In|f|+C
T [
cos T sinx + C
sinx —cosz + C
1
1+tan’s = — tanz + C
cos?

2 Intégration sur un segment

2.1 Cas des fonctions continues

Définition 90

Soit f une fonction continue sur [a;b]. On appelle intégrale de a a b de la fonction f le nombre réel F(b) — F(a) ou F est
b
une primitive quelconque de f et on le note [ f(t)dt.

a

Par convention, [F(t)]2 = F(b) — F(a) et donc on a

a
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Théoréme 35
Soit f une fonction continue sur un intervalle I et xy € I alors la fonction

xH/mf(t)dt

est I'unique primitive de f sur I qui s’annule en x.
x

En outre, la fonction x — [ f(t)dt est C' sur I et

( / @ty = f(z)

Exemple 52
La fonction x N

xr
est continue sur |0; +oo[ donc f 7 est 'unique primitive de f qui s’annule en 1. On a la note In. Par
1

1
définition, (Inx)’ = = qui est une fonction continue sur ]0; +oo[ donc In est de classe C* sur ]0; +oc[. C'est de cette fagon
x

que le francais Napier & construit la fonction logarithme.
Montrons que
Soit G(z) = In(ax) et H(z) = Inz. Les fonctions G et H sont de classe C' sur ]0; +o0o] et leurs dérivées sont données par

oy er) a1
G(x)_ axr _CL.’E_.’E
, 1

Donc H'(z) = G'(z) & (H—G)'(z) = 0 sur ]0; +oo[ donc H — G est constante sur ]0; +oo[. Or (H—G)(1) = In(ax1)—In(1) =
In(a), ce qui montre que H(z) = G(z) + Ina sur |0; +oo] ¢’est-a-dire

In(az) =Ina+1Inz Va,z >0

2.2 Cas des fonctions continues par morceaux

Définition 91

Soit f une fonction continue par morceaux sur [a;b] et soient
ap=a<a <. <a,_1<a, =b ses points de discontinuités.

Par définition, on appelle intégrale de a a b le nombre réel défini par

b n_1 %k+1

[twa=3" [ s

a k=0 ag

Exemple 53
Soit f la fonction continue par morceaux sur [0; 5] définie par

2r si 0<ax <1
flz) = 2 st 1<zx<3
32 si 3<z<5

5 1 3 5
Alors [ f(t)dt = [2tdt + [2dt + [ 3t3dt = [¢*]§ + [2¢]3 + [t*]3 = 103
0 0 1 3

2.8 Propriétes générales de l’intégrale

Définition 92
On dit qu’une fonction est intégrable sur un segment [a; 3] ssi f est continue ou continue par morceaux sur [a;b].

Proposition 98 (Relation de Chasles)
Soit f une fonction intégrable sur un segment [«; 5] et soit a,b, ¢ trois éléments de [c; 8] alors on a

/bf(t)dt:/cf(t)dt—i—/bf(t)dt
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a b a
Par conséquent [ f(t)dt =0 et [ f(t)dt = — [ f(t)dt
a a b

Proposition 99 (Linéarité de I’intégrale)
Soient f et g deux fonctions intégrables sur un segment [«; 8] et soit a, b trois éléments de [«; 3] alors on a

b c b
/uw+mma=/}mﬁ+/mmﬁ

a (&

Soit f une fonction intégrable sur un segment [«; 3] et soit a, b, ¢ trois éléments de [«; 3] alors on a
b b
/)\f(t)dt _ /\/f(t)dt

Proposition 100 (Inégalité et intégrale)
Soient f et g deux fonctions intégrables sur un segment [«; 8] et soit a, b trois éléments de [«; 5] tel que b < a

1. Si f(t) > 0Vt € [a;b] alorsfbf(t)dt >0
2. Sif(t) =2 0Vtea;b] et fbf(t)dt: 0 alors f(t) =0Vt € [a;b]

3. Si f(t) = g(t) Yt € [a;b] alors fbf(t)dt > [g(t)dt

8 —

b

[ f®)dt

a

4. Inégalité triangulaire

o

5. Inégalité de la moyenne
S’il existe deux nombres réels m et M tels que

m < f(t) < M Vi€ [ab)

alors

b
m(b—a) < /f(t)dt < M(b—a)

Définition 93
Soit f une fonction intégrable sur un segment [a;b] (a # b). On appelle valeur moyenne de f sur [a;b] le nombre réel

b
1
i [ e

3 Calcul intégral

3.1 Méthode directe

b
Pour calculer une intégrale [ f(t)dt, il suffit de calculer une primitive de f en utilisant les tables de référence et les théoréme
a
de la section [I

3.2 Intégration par partie

Théoréme 36
Soient u et v deux fonctions C' sur [a;b] alors
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3.8 Changement de variable
Théoréme 37

Soient f une fonction intégrable sur [a;b] et u une fonction C* sur [a;b] telle que u([c; 8]) C [a;b] alors on a

u() B

u(a) o

Proposition 101
1. Soit f une fonction intégrable sur [—a; al.

e Si f est paire sur [—a;a] alors f f@@)dt = fo(t)dt
—a 0

e Si f est impaire sur [—a;a) alors [ f(t)dt =0

2. Si f est continue sur R et est périodique de période T alors

a+T

Ya€R /f(t)dt:/Tf(t)dt
0

a

4  Somme de Riemann

4.1 Convergence des sommes de Riemann
Définition 94

Soit f une fonction continue sur [a;b] et n un nombre entier strictement positif. On appelle n®™

sur [a; b] le nombre réel défini par

b—a '~ b—a
Su(f) = > fla+k—)

k=0

Théoréme 38
Soit f une fonction continue sur [a;b] alors la suite (S, (f))n>1 converge et

4.2 Applications a la convergence de certaines suites

Exemple 54,

n—1 k 1 _Onfl
Soit up, = — > k3. Alors u,, = 3
n" k=0

> (= 0 01 By,
k=0 T n k=0 n

somme de Riemann de la fonction f continue sur [0; 1] et définie par

f@) =2

1
n
Ainsi u,, est la n¢m¢

1
Donc lim u, = [23dz =~
n—-+4oo 0

.3 Calculs numériques d’aires
q
b

e

somme de Riemann de f

Si f est une fonction continue sur [a;b]. Puisque lim S, (f) = [ f(¢)dt, on peut dire que si n est assez grand,

n—-+oo
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b
Question : quelle valeur donner a n pour avoir un valeur approchée a e prés de [ f(¢)dt ? Le théoréme suivant nous donne
a

une réponse lorsque f est C! sur [a;b].

Théoréme 39

Soit f est une fonction de classe C1 sur [a;b]. Si on pose M(f) = m[m%)] |f'(x)| alors pour tout entier n, on a
xreE|a;

b
[ e s,(n) < =

2

Application. Déterminer la valeur approchée & 10~2 prés de f 7
1

1
Ici [a; 0] = [1;2], f(z) = - et M(f) = 1. Donc le théoréme précédent montre que

11 faut donc que

1
Il est suffisant alors que on <1073 < n > 500
n
1 499 500

- — 0.69365. D
500 2, 500 + k one

En TD d’informatique, nous calculerons Ssoo et nous obtiendrons Ssoo(f)

2
dt
0.69365 — 1072 < /? < 0.69365 + 1073
1
2

dt .
Or f ria In2 donc In2 = 0.693 £ 10~3 donc les deux premiéres décimales sont exactes
1
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Espace probabilisé et var discréte infinie

1 Espace probabilsé

1.1 Espace probabilisable

Définition 95
Soit € un ensemble (non-nécessairement fini) et A une partie de P(2). On dit que A est une tribu (ou o-algébre) de ) ssi

1. Qe A
2.VAc A Ac A
3. Pour toutes famille (Ay)nen tel que Vn € N, A, € A, alors

“+oo
U A, eA
n=0

Dans ce cas, on dit que le couple (2, A) est un espace probabilisable.
Les éléments de A sont appelés événements.
Si en outre, A = P(RQ) les singletons {w} (w € ) sont appelés les événements élémentaires.

Proposition 102
Soit A une tribu de Q) alors on a

1.geA

2. S51A,Be Aalors AUB,ANBet A\ABe A
“+oo

3. SivneN, A, € A, alors (| A, € A

n=0

Définition 96
Soit (2,.A) un espace probabilisable. Soit I un ensemble fini d’entiers ou I = N et soit (A, )ner une famille de partie de A.
On dit que cette famille est un systéme complet d’événements ssi

1. AzmAJZQSIZ#j

2.Q0= A,
nel

1.2 FEspace probabilisé
Définition 97
Soit (2, A) un espace probabilisable. On appelle probabilté sur (2, A) toute application P de A dans [0;1] telle que
1. P() =1
2. Pour toute famille (A, )nen de partie de A telle que
ALOAJ:@MZ#]

alors

“+o0 +oo
P(|J 4n) =" P(An)

n=0 n=0

Le triplet (2, A, P) est appelé espace probabilsé fini et VA € A, P(A) s’appelle la probabilité de A.

Un événement A € A est dit négligeable ssi P(A) =0

Une propriété P est dite presque surement vraie ssi 'ensemble Ap = {w € Q) tel w vérifie P} a une probabilité égale a
1.

Proposition 103
Soit (£2, A, P) un espace probabilsé et soient A, B deux événements. Alors on a
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1. P(@) = 0x
2. Si A et B sont incompatibles alors P(AU B) = P(A) + P(B)

3. Plus généralement, si Ay, .., A, sont n événements deux a deux imcompatibles alors

1<i<n 1<i<n

4. P(A) =1- P(A)

5. P(A\B)=P(A)— P(ANB)

6. Si A C B alors P(A) < P(B)

7. P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB).
8. La formule du crible rest valable

Proposition 104
Soit (2, A, P) un espace probabilsé

1. Soient I un ensemble fini d’entiers ou I = N et (A,)ner un systéme complet d’événements alors on a

> P(A,) =1

nel

2. Si (Ap)nen est une suite croissante d’événements de A (i.e. A,, C An+41), la suite P(A,)nen est convergente et

n—-+oo

P(Do Ay) = lim P(A,)

3. Si (A,)nen est une suite décroissante d’événements de A (i.e. Ap41 C Ay), la suite P(A,)nen est convergente et

P(ﬁo Ay) = lim P(A,)

n—-+00

1.8 Analogie et différence entre le cas général et le cas fini

Dans le chapitre sur les espaces probailisés finis, toute la partie sur les probabilités conditionnelles et I'indépendance reste
vraie.Dans le cas général, nous avons en plus droit aux théorémes suivants

Théoréme 40
Si (Ap)nen un systéme complet d’événements de ) et si B est un événement, alors on a

“+o00 “+o00
P(B) =Y P(BNA,) = P(B/A,)P(A,)
n=0 n=0

Définition 98
Si (Ap)nen une suite d’événements.
On dit que les (Ap)nen sont mutuellements indépendants si pour tout ensemble fini d’entier I

P(m An) = HP(An)

nel nel

Proposition 105 o
Si (A )nen une suite d’événements mutuellement indépendants. Si 'on pose Vi € N, B; = A; ou A; alors la suite d’événementsts
(An)nen est sune suite d’événements mutuellement indépendants.
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2 Variables et vecteurs aléatoires discrets dénombrable

2.1 Définitons

Définition 99
Une variable aléatoire réelle discréte infinie (var distréte infinie) X sur un espace probabilsable (€2, A) .est une application
de Q dans R telle que

1. pour tout intervalle I de R {w € 2 tel que X(w) € I} C A}

2. 11 existe une suite de nombres réels (z,)nen telle que X (2) = {x,, n € N}

Définition 100
Un vecteur aléatoire réel discret infini X sur un espace probabilsable (€2, A) .est une application de ) dans R"

) Q—R"
X { w (X1 (W), .y X (w))

telles que les n applications X; soient var discrétes infinies définies sur (€2, A).
On note X = (X1, .., X,) et sin =2, le vecteur (X1, Xs) est appelé couple de vecteurs aléatoires

Proposition 106
Soient X,Y deux var discrétes infinies sur (€2,.A) et A un nombre réel.
Alors X +Y, AX, XY, sup(X,Y), min(X,Y) sont des var finies sur (2, A).

2.2  Loi d’une var discréte infinie

Définition 101
Soit X une var discréte infinie sur (2, A, P) telle que X () = {z,,n € N}. On appelle loi de probabilité de X (ou loi de X
ou distribution de X) I'ensemble {(x.,pn), n € N} ot p,, = P(X = z,,)

Théoréme 41
Un ensemble {(xy, prn), n € N} définie une loi de probabilité ssi

1. p, 20VneN

“+o00
2. la série Y. p, converge et > p, =1
n=1

n=0

3 Moments d’une var discréte infinie

3.1 FEspérance

Définition 102
Soit X une var discréte infinie sur (2, .A, P) de loi {(zn,pn), n € N}.

On dit X posséde une espérance ssi la série Y . x,p, converge.
n=0

Dans ce cas, on appelle espérance mathématique (ou moyenne) de X le nombre noté E(X) défini par
+oo
n=1

Proposition 107 (linéarité de 1’espérance)
1. Soit X une var discréte infinie sur (2, A, P) possédant une espérance et a,b deux nombres réels.
Alors la var discréte infinie aX + b posséde une espérance et

E(@X +b)=aE(X)+b

2. Soient Xy, ..X,, n var discrétes infinies sur (2, A, P) possédant une espérance.

n
Alors la var discréte infinie Y X} posséde une espérance et
k=1

EQ)_Xi) =) E(Xy)

k=1 k=1

n n
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Définition 103
1. On dit que X est centrée si E(X) =0

2. La variable X — E(X) est appelée var centrée associée a X

3.2  Covariance

Définition 104
Soit X une var discréte infinie sur (2, A, P).
On dit que X posséde une variance ssi (X — E(X))? posséde une espérance.

Proposition 108
Soit X une var discréte infinie sur (2, A, P).
Alors X posséde une variance ssi X et X2 posséde une espérance.

Définition 105
Soit X une var discréte infinie sur (2, A, P) possédant une variance. On appelle

1. moment d’ordre 2 de X le nombre my(X) = E(X?)
2. variance de X le nombre V(X) = E[(X — E(X)?)]

3. écart-type de X le nombre o = \/V(X)

Proposition 109
Soit X,Y deux var discrétes infinies sur (2, A, P) possédant une variance.
Alors la car (X — E(X))(Y — E(Y) posséde une espérance. Dans ce cas, on appelle covariance de X et Y lenpmbre

cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))]

Proposition 110
Soient X,Y, Z trois var discrétes infinies (2, A, P) possédant une variance et a,b deux nombres réels. Alors on a

1. V(X) = B(X?) — B(X)? et cov(X,Y) = B(XY) — E(X)B(Y)
. V(aX +b) =a?V(X) et 0(aX +b) = |a| o(X)

2

3. cov(aX +b,c¢Y +d) = accov(X,Y)

4. cov(aX +bY, Z) = acov(X, Z) + beov(Y, Z)
5

. cov(X,aY +bZ) = acov(X,Y) + beov(X, Z)

Définition 106
Soit X une var finie sur (92, A, P).

1. On dit que X est réduite si 0(X) =1

X —-o(X
2. Sio(X) # 0 alors la var 5{()) est appellée var réduite associée a X.
o

Proposition 111
1. Soient X,Y deux var discrétes infinies ({2, A, P) possédant une variance.
Alors X +Y et X —Y posséde une variance et on a

VIX+Y) = V(X)+V(Y)+2cov(X,Y)
VIX-Y) = V(X)+V(Y)—2cou(X,Y)

2. Plus généralement, soient X1,..X,, n var discrétes infinies (2, A, P) possédant une variance.
n

Alors Y X} possédant une variance et on a la formule
k=1

n n

VO X)) =) V(Xe)+2 > cov(X, X))

k=1 k=1 1<i<j<n
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Définition 107
Soit X,Y deux var discrétes infinies (), A, P) possédant une variance. On a appelle coefficient de corrélation linéaire de X

et Y le nombre
cov(X,Y)

M) = S Xev)
w(X,Y) siac >0

—u(X,Y) siac<0

Proposition 112
1. wlaX +b,cY +d) = {

2. On a toujours |p(X,Y)| <1

3. |u(X,Y)| =1 ssi il existe deux nombres réels a et b tel que
PY=aX+b)=1

(Y = aX + b au sens du calcul des probabilité mais pas nécessairement au sens des applications)

4  Loi d’un vecteur aléatoires discrets infinis

Définition 108
Soient (X,Y’) un couple de var discrétes infinies sur (2, .A, P) telles que

X () ={zp,neN} et Y() = {yn,n € N}.

On appelle loi du couple (X,Y) (ou loi de (X,Y") ou loi conjointe de C et Y') I'ensemble {((xn, Ym ), Pn.m), n € N et m € N}
ou

Théoréme 42
Un ensemble {((Zn,Ym), Pn,m), n € N et m € N} définie une loi de probabilité ssi

1. ppom 20¥neNetVmeN

+o0 too
2. (Vm >0, la série Y, ppm pUiS, si on pose dy, = > Dn.m, la série Y d,converge et Y dy, =1.)
n=0 n=0 m=0 m=0
ou encore de fagon équivalente

+oo —+oo
(Vn >0, la série Y pnm pUuis, si on pose dy, = Y. Ppm, la série > d,converge et . dp, =1.)
m=0 m=0 n=>0 n=0

Définition 109

Les variables X et Y sont appellées variables marginales du couple (X,Y).

La loi de la var X (resp. Y') s’appelle la loi marginale de X (resp. Y) du couple (X,Y).
Traditionnellement on note P(X = x,) = ppe €t P(Y = Y1) = Pem

Proposition 113 |
1. VkEN, pre = 3~ Pum

m=0

+oo
2.Vl €N pem = Z Pn,m
n=1

5 Lois conditionnelles

Définition 110
Soit X une var discréte infinie sur (0, A, P) telle que X () = {x,,, n € N} et A un événement de A de probabilité non nulle.
La loi de probabilité de X conditionné par A (ou loi de X sachant A) est ’ensemble {(x,, P((X = z,)/A), n € N}

Définition 111

Soient (X,Y) un couple de var discrétes infinies sur (2, A, P) telles que

X(Q) ={zp, neN} et Y(Q) = {yn,n € N}.

On appelle loi de X conditionné par Y (ou loi de X sachant Y) I'ensemble {((zn,Ym), P[(X = z,)/(Y = ym)]), n € N et
m € N}
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6 Indépendances de n var

6.1 Casn =2
Définition 112

Soient X et Y deux var discrétes infinies sur (€2, A, P) telles que X(Q) = {z,,, n € N} et Y(Q2) = {yn,n € N}.
On dit que X et Y sont indépendantes ssi Vn € N et Vm € N on a
P((X =2,) N (Y =ym)) = P(X = 2,)P(Y = ypn)

Proposition 114
Soient X et Y deux var discrétes infinies sur (2, A, P) indépendantes et soient A, B deux intervalles de R. Alors on a

P(XeA)Nn(YeB)=PXe AP €B)

Proposition 115
Soient X et Y deux var discrétes infinies sur (€2, A, P) indépendantes possédant une variance alors

E(XY) = E(X)E(Y)

En particulier

cov(X,Y)=0
et par conséquent
VIX+Y) = V(X)+V(Y)
VIX-Y) = V(X)+V(Y)

Plus généralement, si X1,..X,, sont mutuellement indépendantes possédants une variance alors

V(OO Xk) = V(Xy)

k=1 k=1

n n

6.2 Cas général

Définition 113
Soient X1,..X,, n var discrétes infinies sur (2, A, P).

1. On dit que X1, ..X,, sont mutuellement indépendantes ssi Vk € {1;..;n} et Vz, € X (Q)
n n
P(((Xx =ax)) = [ [ P(X = )
k=1 k=1

2. On dit que X1, ..X,, sont deux a deux indépendantes ssi Vk,l € {1;..;n}, Vo, € Xi(Q) et Va; € X;(Q)

7 Lois discrétes infinies

7.1 Lot géométrique

Définition 114
Soit p €]0;1[. On dit qu’une var X suit la loi G(p) (noté X ~ G(p)) ssi

1. X(Q) = N¥
2. P(X =n)=p(l-p)"*

Exemple 55 (caractéristique)

Soit E une expérience aléatoire qui n’a comme aboutissement qu’un évévement A avec une probabilité p ou que I’événement
contraire A avec la probabilité 1 — p.

Si X désigne le nombre de fois ou l'on a répété expérience E (dans des conditions identiques i.e p est constant et les épreuves
sont indépendantes) pour que I’événement A se réalise alors X ~ G(p)

On dit que X est le temps d’attente du premier événement A.
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7.2 Loi de Poisson

Définition 115
Soit A\ un nombre réel strictement positif. On dit que X suit la loi de Poisson de paramétre A (noté X ~ P(\)) ssi

I X(Q) =N

)\n
) — oA
2 PX=n)=e py

Proposition 116
Si X suit la loi de Poisson P(\) alors E(X)=MXet V(X) =\

1. Soit X7 et Xy deux var indépendantes suivant respectivement les lois de Poisson P (A1) et P(\a) alors X1 + X suit la
loi de Poisson P(A\1 + A\2)

2. Plus généralement, si X1,..,X, n var indépendantes suivant respectivement les lois de Poisson P (A1), .., P(A,) alors
X1+ ..+ X, suit la loi de Poisson P(A\1 + .. + \p,)
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Plan d’études des suites du type u,.1 = f(u,)

Dans toute la suite f désignera une fonction définie sur un intervalle I.

1 Intervalles stables et points fixes

Définition 116
On dit que J est un intervalle stable pour f ssi f(J) C J.

Exemple 56
L’intervalle [0; 1] est stable pour la fonction f(z) =z — =z
Pour le constater, nous allons dresser le tableau de variation de f. f/'(z) = 22 — 1 donc son tableau est

2

T 0 % 1
flle) |+ 10 |+
@ o]
0 0
On en déduit que f([0;1]) = [0, %] C [051]

Définition 117
Soit x € I. On dit que x est un point fixe de f ssi f(z) =z

Théoréme 43
Soit f une fonction continue sur I. Supposons que le segment [a; b] est stable par f. Alors f posséde un point fixe appartenant
a [a; b]

Preuve
On pose g(z) = f(x) — z. La fonction g est continue sur [a;b] et g(a) = f(a) —a < 0 et g(b) = f(b) —b > 0 (car f(a) et
f(b) € [a;b]). Donc le théoréme des valeurs intermédiares montre qu’il existe ¢ € [a; b] tel que g(c) =01ie. f(c)=c m

Le théoréme précédent nous montre qu’il est interessant pour rechercher des intervalles stables de déterminer pour com-
mencer les points fixes de f puis de dresser le tableau de variations de f.

2 Existence de tous les termes de la suite
Pourquoi avons-nous introduit la notion d’intervalles stables ? Pour cela nous allons considérer I’exemple suivant

Exemple 57
Soit u la suite définie par u,41 =

1 avec ug = 2.
Uy —
A priori, on pense que tous les termes de la suite u sont parfaitement définis. C’est absolument faux.

Calculons u;
1 1

up—1 2—-1
Puisque u; = 1, u; — 1 = 0 et donc il va nous étre impossible de calculer us ! Bien entendu, tous les termes u,, avec n > 2
ne seront jamais calculables car ils n’existent pas

1

Uy =

En général, il est impossible de justifier existence de tous les termes des suites de la forme u,11 = f(un).

Methode 1
Supposons que 'intervalle I soit un intervalle stable de f et que ug € I. Alors Vn € N u,, existe et u,, € [
Pour le démontrer, poson I’hypothése de récurrence suivante

H, :Vn € N, u, existe et u, € I

e Hy est trivialement vrai
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e Supposons que H,, est vrai. Alors w, existe et u, € I donc f(u,) existe et par stabilité de I par f, f(u,) € I. Or
f(un) = upy1 donc Hyq1 est vrai

e Par conséquent ¥Yn € N, 'H,, est vral.

Maintenant, nous savons que si I est un intervalle stable de f et que ug € I, alors Vn € N u,, existe et u,, € I. Le théoréme
suivant nous fourni les limites éventuelles de la suite u.

Théoréme 44
Soit f une fonction continue sur un intervalle | et u une suite convergeant vers [. Alors la suite (f(un))n>0 converge vers

f0).

Supposons que la suite u converge vers une limite finie et soit [ sa limite. Le théoréme précédent montre que f(uy,) =
- n—-—+oo

f(1). Mais d’autre part, w41 = I et puisque up4+1 = f(uy), on obtient que I = f(1).
n—-—1+0oo

Conclusion : si la suite u converge, elle converge vers un point fixe de f !
En général, la fonction f posséde non pas un mais plusieurs points fixes. Pour déterminer la limite éventuelle, on utilise le
résultat classique sur les suites : si Vn € N, u,, € (a;b) et si la suite u converge vers [ alors [ € [a; b].

3 Monotonie de la suite

Il ne reste plus qu’a justifier que la suite v converge. Pour cela, cela nous allons essayer de déterminer la monotonie de la
suite afin d’appliquer les théorémes de convergence des suites monotones. Pour cela, il y aura plusieurs cas a distinguer

3.1 f est croissante et vy est explicite

Methode 2

Supposons que f est continue sur un intervalle I stable par f et contenant ug. Donc Vn € N u,, existe et u,, € I.

Supposons en outre que f est croissante sur U'intervalle I. On calcule alors explicitement ui (= f(ug)) et on distingue les deux
cas suivants

® uy < Uy
On va montrer par récurrence que la suite u est croissante. Posons,

Hy:VneN, u, <upg

— Hy est trivialement vrai

— Supposons que H,, est vrai donc u,, < uny1. Or la fonction f est croissante sur J et u,, ainsi que u,1 appartiennent
a J donc

f(un) g ,f(un+1) = Un+1 g Un+2
ce qui montre que H,41 est vrai.

— Par conséquent Vn € N, H,, est vrai et la suite u est croissante

® Uy = U
On va montrer par récurrence que la suite u est décroissante. Posons,

Hy:VneN, u, > upp

— Hy est trivialement vrai

— Supposons que H,, est vrai donc u,, > uy,y1. Or la fonction f est croissante sur J et u,, ainsi que u,1 appartiennent
a J donc

f(un) 2 f(un-i-l) = Un+1 > Un+2
ce qui montre que H, 41 est vrai.

— Par conséquent Vn € N, H,, est vrai et la suite u est décroissante
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3.2 f est décroissante et ug est explicite

Methode 3
Supposons que f est continue sur un intervalle I stable par f et contenant ug. Donc Vn € N u,, existe et u,, € I.
Supposons en outre que f est décroissante sur I'intervalle I. Nous introduisons alors deux suites auxiliaires a et b définies par

Ap = U2p et bn = U2n+1

Calculons a1
Ant1 = Uz(nt1) = Uznt2 = f(uznt1) = f(f(u2n)) = (f o f)(an)

Donc la suite a vérifie une relation de récurrence donnée par

an+1 = (f o f)(an)

Par définition VYn € N, a,,(= us,) € I qui est un intervalle stable de f o f et la fonction f o f est croissante sur I ! On peut
donc étudier la monotonie de la suite a a I'aide de la section [3.1l
De méme, la suite b est définie par la relation

bpi1 = (f © f)(bn)

et on procéde de méme que pour a.

3.3 f(x) —x est de signe constant

Methode 4

Supposons que f est continue sur un intervalle I stable par f et contenant ug. Donc ¥n € N u,, existe et u, € I

Supposons en outre que le signe de f(x) —x > 0 (resp. < 0) sur I. Alors la suite u est croissante (resp. décroissante). Cela
résulte du petit calcul suivant

VY €N, upt1 — up = f(un) —uy, =0 (resp. < 0)

4 Convergence

On suppose que Vn € N u,, € (a;b)

4.1 wu est croissante

1. Si u est majorée (par exemple, si b # +00) alors elle converge.vers un point fixe de f appartenant a [a; b]

2. Si u ne semble pas majorée (par exemple b = +00). On essait de minorer u par un nombre m tel qu’il n’existe pas de
point fixe pour f sur Uintervalle [m;b] et on utilise le raisonnement suivant
Vn € N, u,, > m. Supposons que la suite u converge vers une limite finie [. Par suite [ > m et [ est un point fixe de f.
Or f ne posséde pas de point fixe [m; b] donc la suite ne converge pas et puisqu’elle est croissante, elle diverge vers +o0o

4.2 wu est décroissante

1. Si u est minoré (par exemple, si a # —o0) alors elle converge.vers un point fixe de f appartenant a [a;b]

2. Si u ne gsemble pas minorée (par exemple a = —o0). On essait de majorer u par un nombre M tel qu’il n’existe pas de
point fixe pour f sur l'intervalle [a; M] et on utilise le raisonnement suivant
Vn € N, u, < M. Supposons que la suite u converge vers une limite finie [. Par suite [ < M et [ est un point fixe de
f. Or f ne posséde pas de point fixe [a; M] donc la suite ne converge pas et puisqu’elle est croissante, elle diverge vers
—00

4.8 u n’est mi croissante ni décroissante

Il s’agit du cas étudié dans la section [3.2] Les suites a et b sont monotones donc on peut leur appliquer les raisonnements
des sections [£.1] et pour déterminer leurs convergences respectives. Puis on applique le théoréme

Théoréme 45
La suite u converge vers | ssi (les suites (Uzn)n>0 €t (Uzp41)n>0 convergent et lim wug, = lim ug,i1 = 1)
= n— oo n—-—+oo
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4.4 Application du TAF

Supposons que f soit de classe C! sur un intervalle stable [a;b] (avec a, b deux nombres réels). Par conséquent, f posséde au
moins un point fixe sur le segment [a; b] et Vn € N u,, existe et u, € [a;].
Supposons en outre qu’il existe un nombre réel k € [0; 1] tel que

Vz € [a;b], |f'(z)] < k.
Soit a un point fixe de f appartenant a [a;b]. Alors la suite u converge vers ce point fixe.

Methode 5
L’inégalité précédente nous permet d’appliquer le théoréme des accroissements finis donc

Va,y € lasb], [f(z) — f(y)l <klz—yl.
Puisque Vn € N u,, € [a;b] et « € [a;b] , nous remplagons x par u,, et y par o dans I'inégalité précédente, ce qui nous donnent

VneN, |f(u,) — fla@)] <klu, —af.
Or f(up) = unt1 et f(a) = a d’ou

Vn eN, |upt1 —al <klu, —qf.
Posons la récurrence
Hy:VneN, |u, —al <E™|up —al.
o kYug — a| = |up — | donc |ug — a| < k° |ug — a| donc Hy est vrai

e Supposons que ‘H,, est vrai donc
|un, — ] < E" |ug — .

Oron a
[tpt1 — o] < klu, — of.

donc
U1 —af <k xE™|ug —af = k" up —

ce qui montre que H, 4 est vrai
e Par conséquent VYn € N, 'H,, est vrai
Puisque |k| < 1, la suite géométrique (k™),>0 converge vers 0 et l'inégalité
|, —a] < E™|up — .

montre que la suite u converge vers «. En particulier, on constate que la fonction f ne posséde alors qu’un seul point
fixe



Systémes d’équations linéaires

1 Définitions

Définition 118
1. Soient p et n deux nombres entiers non-nuls. On appelle systéme d’équations linéaires de p équations a4 m inconnues
(apellé aussi systéme p X n) un systéme de la forme

a1121 +a19T2 + ..+ a1, =01 (L1)
a2,1%1 + a22T2 + .. + ag nty = b2 (L)

ap1Z1 + ap oo+ ..+ appty =b, (Lp)

ou les (ai j)1<i<p €t (bi)1<i<p sont des nombres réels et x1, .., x,, sont les inconnues. Le nombre a; ; s’appelle le coeffi-
1<j<n
-eme

cient de la j*™¢ inconnue z; dans i®™¢ équation (L;).
Sin = p, on dit que le systéme (S) est carré d’ordre n.

2. On dit que le systéme (S) est homogéne (ou sans second membre) ssi by = .. =b, = 0.
Dans ce cas, la p-liste (0;..;0) est solution de (S).

3. On appelle systéme homogéne a (S) le systéme obtenu a partir de (S) en remplagant tous les nombres b; par 0.

4. Résoudre ce systéme, c’est déterminer touttes les p-listes (x1,..,x,) de réels vérifiant simultanément les p équations
Li,..,Ly.

5. On dit que deux systémes (S) et (S’) sont équivalents ssi ils ont les mémes solutions

Définition 119
On dit qu’un systéme p x n (S) est triangulaire ssi Vi € {1;..;p},V € {1;..;n} ¢ <= a;; = 0. En d’autres termes, le systéme
(S) est de la forme
a1,1%1 + a1,2%2 + a13%3 + a14%4 + ... + a1 T = b1 (L
a2,2%2 + A2 373 + A2 474 + ...a2 Ty = b2 (L2)
(S) a3,3L3 + a34T4 + .. + A3 0Ty = bs (L

AppTp + .o+ ApnTn = by  (Lyp)

Définition 120 (Opérations élémentaires)
Soit (S) un systéme n x p. On a appelle opération élémentaire I'une des trois opérations suivantes.
1. L’échange de la i®™ ligne L; et de la j°™¢ colonne L; se note
L; «—— L;

2. Soit A un nombre réel non-nul.
Le remplacement de la i*™¢ ligne L; par la ligne AL; se note L; « AL; (on a multilplie la i®™¢ ligne L; par \).

3. Soit A un nombre réel quelconque.
Le remplacement de la i®™¢ ligne L; par L; + AL; se note
L; « L; + AL; (on a multilplie la j°™¢ ligne L; par X et on a ajouté le résultat a la i ligne)

Proposition 117
Tout systéme obtenu a partir de S en transformant I’'une des ses équations par une transformation élémentaire est équivalent

a (S).

2 Pivot de Gauss

C’est la méthode fondamentale dans la résolution des systémes linéaires.
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Methode 6
Soit (S) un systéme n X p de la forme

a11%1 +a19T2 + ..+ a1, =b1 (L1)
2121 + @292 + .. + a2, =ba  (L2)

ap121 + ap oy + .+ apnn = by (L)

1. e L’un au moins des coefficients de x1 est non-nul. On en choisit un, que I'on appelera premier pivot, et supposons
qu’il se situe & la 1°"¢ ligne L;.

e On effectue 'opération élémentaire L1 «—— Lj;.

e Dorénavant, le systéme est de la forme

af}zl + aggzg + ..+ aszlzn = b(ll) (L1)
ag}m + ag}%xz +..+ ag,)LG = bél) (L)

(S1)
1)

p,1

(€] (1) (1)

a, 1x1 + ap 22 + ..+ apnTy, = 0p (Lp)

s (1)
otaj; #0
e Ensuite on effectue les opérations élémentaires suivantes

A

ai1

s

Vi€ {2;.5p} Ly — L; + L;

qui nous permettent d’obtenir le systéme (S3) équivalent & (S) donné par

aﬂ:m + aggxg 4.+ a%{xn = bgl) (L1)

ag%xg + ..+ aéi)l:cn = bg) (L)

(S2)

aﬁ%xg + ..+ aé?%wn = b§;2) (Lp)

2. Dans le systéme
ag?%xg + ..+ af,)l:p" = ng) (L)

(S5)

@) @)

a(2):1c2 + ..+ apaxy = 0p (L:D)

D,2

(a) soit 'inconnue xo apparait effectivement et donc il existe une certaine ligne ou le coefficient de xo est non-nul. On
utilise alors ce coefficient comme deuxiéme pivot et on procéde alors comme dans[I} On obtient alors un systéme

de la forme

aé?%:rg + ag’%xg + ..+ ag’,)an = b(23) (L)

. CL:(;?%$3 + ..+ agj’zlzn = bg?’) (Ls)

(52)

asi)%x?) +..+ a](;?%xn = 1(93) (Lp)

ou ag’% # 0. Ainsi le systéme (S) est équivalent a un systéme (Ss3) de la forme

aﬂxl + ag}%xQ + af%x;; +..+ asr)tacn = bgl) (L)

a;?%xg + aé?%xg 4+ ..+ aé‘f’,{xn = bé?’) (L)

(S3) asgmg 4+ ..+ aé‘?’%xn = bg3) (Ls)

G,S%xg t.+ az(jgtwn = b1(93) (Lp)

ol aﬁ #0et agg # 0.
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(b) soit I'inconnue x4 a disparu du systéme (S5). Dans ce cas, d’autres variables ont pu également disparaitre donc le
systéme (S4) est en fait de la forme

agl)ezk +.. 4+ agi)la:n = bg) (L)
(S5) :
ol + .+ agha, = b (L)

ou zy, est une variable apparaissant effectivement dans (S5). On se raméne alors au cas précédent.

3. On itére alors le processus en éliminant une a une les inconnues jusqu’a obtenir un systéme (S') triangulaire équivalent
a (9) de la forme
a/1,1$1 + a’1)2x2 + .+ aimxn =
équations principales
R T
0 =bp

équations auxiliaires

N
0 =1,
ol r est un entier pas nécessairement égal a p (ce provient du fait que des inconnues ont pu disparaitre lors du pivot

de Gauss).et o tous les pivots a} ; sont non-nuls. On dit que que les inconnues x1, .., x, sont les inconnues principales
et Tyy1,.., Ty sont les inconnues auxiliaires.

3 Résolution des systémes

3.1 Cas général

Théoréme 46
Soit (S) systéme p x n. Le pivot de Gauss montre que (S) est équivalent a un systéme de la forme

I / ! N
aj 11+ ay 9%2 + ... +ay ,Tn = by
équations principales

!/ ! N
Ay Ty + oo+ Gy, Ty = by,

()
0 =b,
: équations auxiliaires
N
0 =1,

Alors le systéme (S) admet des solutions ssi toutes les équations auxiliaires sont vérifiées.

Methode 7
Supposons que (S) admet des solutions donc les équations auxiliaires sont vérifiées. Ainsi (S) est équivalent au systéme

ay 121 + @y o2 + o a T, =0 (L)
() :
@y, Tr ot ay v = by (Ly)
/ ; . .
avec a; ; # 0 Vi € {1;..;7}.
1. Pusique a,.,. # 0, on peut donc exprimer x,. en fonction de 1, .., Tp.
2. On substitue x, dans (L,_1) et puisque a;.,. # 0, on exprime x,_1 en fonction de 41, .., Tp.
3. On itére le processus et on obtient au final que (S) est équivalent a un systéme (S”) de la forme
T = a’l’,r+1a:,.+1 —|— + a’l’,nxn + blll
A 1 /!
(s Ty = QY 1 Tpq1 + oo a5, T + by
Tp =0y 1 Trg1 + e 0 T+

et les variables x,41, .., x, peuvent prendre toutes les valeurs réelles possibles et imaginables.



84 18. Systémes d’équations linéaires

Ainsi 'ensemble des solutions du systémes (S) est

" " //
ay py1Tr41 + o+ ay 20 + 0f

" " /!
{ A pp1Trt1 + oo+ a7, Ty + b Trsts oy n € R}
) T A n

xr+1

Ln

3.2  Systémes de Cramer

Définition 121
On dit qu’un systéme carré d’ordre n est de Cramer ssi il posséde une unique n-liste solution.

Théoréme 47
1. Un systéme (S) carré d’ordre n est de Cramer ssi le pivot de Gauss fait apparaitre n pivots successifs non-nuls.

2. Par conséquent, un systéme (S) carré d’ordre n et homogéne est de Cramer ssi il posséde comme unique solution la
n-liste (0;..;0).

Théoréme 48
Un systéme est de Cramer ssi son systéme homogéne associé est de Cramer.



Matrices

1 Matrices rectangulaires

1.1 défintions

Définition 122
1. Soient n,p deux nombres entiers non-nuls. On appelle matrice a n lignes et p colonnes tout tableau rectangulaures de
nombres réels comportant n lignes et p colonnes

2. L’ensemble des matrices a n lignes et p colonnes se note M, ,(R).

3. Soit A € M,, ,(R). Le coefficient situé a lintersevtion de la i®™¢ ligne et k™ colonne ne note a; ; et on écrit alors
P 8 J

a1 a2 v Qi ot Gip

az 1 @22 5 B az.p
A =

ai,l ai’2 “en ai,j o ai,p

an,1 Qp2 " Qn,j e an,p

ou encore A = (a; _j)1<i<n
1<j<p

4. Un élément de M ,(R) (resp. M, 1(R)) s’appelle une matrice ligne (resp. colonne).

5. La matrice nulle de M,, ,(R), que I'on note 0, ,, est la matrice dont tous les coefficients sont nuls.

1.2 Opérations sur les matrices

Définition 123 (Addition)
Soient A = (ai”j)lgi_gn et B = (b; j)1<i<n deux éléments de M, ,(R).

NS N2
On appelle somme de A et B I’élément de M,, ,(R) noté A + B défini par A+ B = (¢;, j)1<i<n OU
1<j<sp
Ci,j = Q5+ bi)’j Vi € {1; ,n} et Vj € {1; ..;p}
Définition 124 (multiplication par un réel)
Soient A = (ai j)1<i<n un élément de M,, ,(R) et X\ un nombre réel.
1<ysp
On appelle produit de A par A I’élément de M,, ,(R) noté \A défini par AA(c; j)1<i<n OU

1<jsp
Cij = Aai,j Vi € {1;.5n} et Vi € {1;.5p}

Définition 125
Soient A = (a;, ;)1<i<n un élément de M,, ,(R) et B = (b; _;)i<i<n un élément de M, ,(R)

1<j<p 1<j<p
On appelle produit de A par B I’élément de M, ,(R) noté A x B (ou AB) défini par A x B = (¢;, j)1<i<n OU
- 1<j<p

Ci,j = a'i,lbl,,j + ai72b27,j + ..+ ai,pbp”j Vi € {1; ,m} et Vj € {1; ,n}

Remarque 8
Il est important que l'ordre d’écriture du produit est important. On peut s’en rappeller en utilisant le schéma suivant

bi,;

: J . —
ai71 ai72 ai#} X 2. =

bpnj
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Définition 126
Soit A = (a;, j)1<i<n un élément de M,, ,(R). On appelle transposé de A la matrice de M, ,,(R) notée *A = (¢;, ;j)1<i<p

1<j<p 1<j<n
définie par
cij=a;;Vie{l;.;n}etVje{l;.;p}

En d’autres termes, ' A est la matrice obtenue & partir de A en échangeant les lignes avec les colonnes

1.3  Régles de calculs

Proposition 118 (Addition)
Soients A, B, C' trois éléments de M,, ,(R).

e A+ B=B+A
(A+B)+C=A+(B+0)
© 0y, +A=A+0,,=A4

e A+ (—A)=(—A)+A=0,,
e A+B=C&A=C-B

e A+C=B+C&A=C

Proposition 119 (multiplication )
Soients A € My ,(R), B € M, ,(R) et A\, i deux nombres réels

e 1A=A

o A+ u)A=XA+uB

e M(A+B)=XA+)\B

o \(uA) = (\u)A

o A(AB) = (AM)B = \(AB)

Proposition 120 (Transposition)
1. Soients A, B deux éléments de M,, ,(R) et A un nombre réel.
e (A+B)=tA+'B
e {(MA) =)\'A
o (tA)=A

2. Soients A € My, (R), B € M, ,(R).
"(AB) =" B'A

2 Matrices carrés

2.1 Définitions

Définition 127
1. Une matrice carré d’ordre n est un élément de M, ,(R).
L’ensemble des matrices carré d’ordre n se note aussi M.,,(R).
La matrice nulle de M,,(R) se note 0,,.

2. On appelle diagonale d’une matrice carré A = (a;, j)1<i<n la suite (a;;)1<i<n-
1<j<n

3. Une matrice diagonale d’ordre n est une matrice de la forme

a; 0 - 0
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4. La matrice appellé identité de M,,(R) et noté I,, la matrice

1 0 0

I, = 0
0
0 0 1

Une matrice scalaire est une matrice de la forme \I,, avec \ € R.

5. Une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure) est une matrice de la forme

a1 ar2 - a1,n—1 a1.n
0 az,2
0
: . p—1n—-1 GOn—-1n
0 e 0 0 Qnyn
ai.1 0 0
a1  G22 0
resp. : .. .. :
(resp C o ago : : =P

Qp,n—1 o An—1,n An,n—1 An,n

6. On dit qu’une matrice A est symétrique ssi A= A

2.2  Reégles de calculs

Définition 128
Soit A € M, (R) et k un entier. On pose

A" =1, etsik>1 AF=AxAx. xA
—_———
k fois

Proposition 121
Soit A € M,,(R) et n,m deux entiers positifs. Alors on a A" A™ = A"*t™

Remarque 9
Par contre, en général (AB)* # A*B¥. Cela résulte que dans M,,(R), AB # BA

Définition 129
Soient A et B € M, (R). On dit que A et B commutent (ou A et B sont permutables ) ssi

AB = BA

Proposition 122
Soient A, B, C trois éléments de M, (R).

o [, A=Al =A
e A(B+C)=AB+ AC

o (B+C)A=BA+CA

Théoréme 49 (Formule du binéme)
Soient A et B deux matrices qui commutent. Alors pour tout entier p, on a

p
(A+B)P=> CpAkpr*
k=0
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2.8  Matrices inversibles

Définition 130
Soit A € M,,(R). On dit qu’une matrice A est inversible ssi il existe B € M, (R) telle que

AB =1, et BA=1,

Si A est inversible, alors la mtrice B est appellé inverse de A et on la note A™1
L’ensemble des matrices inversibles de M., (R) est noté GL,(R).

Proposition 123
Soient A, B deux éléments de M, (R).

1. e I, est inversible et I, ' = I,

Si A€ GL,(R) alors A=t € GL,(R) et (A=H)"1 = A
e SiAet BeGL,(R) alors AB € GL,(R) et (AB)™ = B~1A~!
Si A#0, et B#0, et AB=0, alors A et B ¢ GL,(R)

2. Supposons en outre que C € GL,(R)

Si AC = BC alors A=B
SiCA=CB alors A= B
e Si AC = B alors A= BC™!
Si CA= B alors A=C~'B

3 Systémes linéaires et matrices

Soit (S) un systéme p x n de la forme
ai,1%1 + a1,2%2 —+ ..+ a1 pTp = bl
2,121 + G22%2 + .. + Q2 pTp = bo
Gn,1T1 + Gn, 22 + ..+ Up,pTp = bn

Soit A € M,, ,(R).définie par

a171 a172 ... .. a’l,p
@21 as 2 N cee az p
an,l an72 DR .. an,p

ainsi que X € M ,(R). et B € M1 ,(R) définies par

X1 b1

T2 b2
X = . et B =

Tn by

Un calcul simple montre que AX = B donc la détermination des solutions (x1,..,2,) du systéme (S) est équivalent a la
détermination de la matrice colonne X.
Réciproquement, la connaissance des matrices A et B nous fournit le systeme (.5)

Définition 131
La matrice A est appellée la matrice du systéme (S)

Lorsque n = p alors A € M, (R)

Théoréme 50
1. (S) est un systéme de Cramer ssi la matrice A de (S) est inversible

2. Par conséquent, une matrice triangulaire est inversible ssi tous les termes de sa diagonale sont non-nuls



3. Une matrice diagonale est inversible ssi tous les termes de la diagonale sont non-nuls

Théoréme 51
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1. On peut trouver un nombre fini d’opérations élémentaires qui transforme A en une matrice B triangulaire (supérieure

ou inférieure).
Alors B € GL,(R) ssi A € GL,(R)

2. Supposons que A € GL,(R). Alors on peut trouver un nombre fini d’opérations élémentaires qui transforme A en I,,.
En appliquant ces mémes transformations élémentaires dans le méme ordre a la matrice I,,, la matrice obtenue est A~!

Exemple 58

Etudier I'inversibilité des matrices suivantes et le cas échéant, calculer 'inverse

1 20
1.A=(2 1 0
0 1 0

—_

L2 <—L2 —2L1

o

1 1
L3 — L3 + 7L2 0
3 0
1 2 0
La matrice A a donc été transformée en [0 -3 0
0 0 0
donc non-inversible. Par suite A ¢ GL,,(R)
2 7 3
2. A=13 9 4
1 5 3
2
A= 3
1
1
L1 — §L1 3
1
1
L2 — L2 - 3L1 0
Lz« L3— 1Ly
0
1
L3 — L3 + L2 0
0
;L3
2 2

La matrice A a été transformée en 0

0 O 1

o O O

10
0 1
0 0
1 0
-2 1
0 O
1 0
-2 1
2 1
3 3

qui est triangulaire avec des

[SAENeREN|

[$1 3] CRREN]

W = W
N~ —

W BN W

I =

[t

0
0
1
0
0
1
0 0
1 0
0 1
0 0
1 0
11

o _ o O

= O

éléments nuls sur la diagonales

qui est une matrice triangulaire dont la diagonale ne contient que
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des éléments non-nuls donc inversible. Par suite, A € GL,,(R). Poursuivons notre calcul

Ll — 2L1
L2 — 2L2

L1<—L1—3L3
L2‘*L2+L3

L2 — —*LQ

1
Ll — i(Ll — 7L2)

o O =

o

o

O =

o = O

)
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